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OPPGAVE1l (10 %)

Grafene til funksjonene f(x) = x> + x> — 2 0og g(x) = 2x — 2 er vist i figuren nedenfor. Grafene
skjcerer hverandre i punktene (0,—2) og(1,0).

Finn arealet mellom grafene i figuren, altsa arealet av det skraverte omradet.
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Dette arealet finner vi ved folgende integral:

A:fol(g(x)—f(x))afx:f1

0

1 1
f (2x—2—x3—x2+2)dx:f
0

(—x3 —x*+ 2x)dx =
0

11 3 4 12
s —41=

= — + — =
4 3 12 12 12

Rle

OPPGAVE 2 (10 %)

Grafen til funksjonen

fx)=V1-2x?

mellom x =0 og x = %, er vist i figuren nedenfor.

¥

142

Denne grafen roteres om y-aksen.

Finn volumet av det omdreiningslegemet som da fremkommer.
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Volumet av et legeme som fremkommer ved a rotere en graf om y-aksen, er gitt ved

b
V:f 2nxh dx
a

hvor h er heyden til omdreiningslegemet, som altsd varierer med x. I dette tilfellet er

h= f(x). Videreera=00g b= % Vi far derfor

NG

'Iva
V:f 2axf(x) dx=2n xV1-2x% dx
0 0

Integralet kan loses ved hjelp av substitusjonen

u=1-2x2
som gir
du _
ax = —4x
og altsa
_ 1
dx = —ix du
Integralet blir da
x='vz 1
V:an xu (——) du
x=0 4x
Her kan vi forkorte x-ene mot hverandre, og far
T x='vz
V=-= f Vu du
2 x:O

Vi konverterer ogsa integrasjonsgrensene fra x til den nye integrasjonsvariablen u:

x=0gru=v1-2-02=vy1-0=1

x=ggiru=,/1-2:(5)?=4/1-2-3=V1-1=v0=0

0g
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Integralet blir da

a [0 n (9
V:——f \/ﬁdu:——f u? du
2h 2Nh

Vi kan s, hvis vi vil, fjerne minuset foran integralet ved 4 bytte om pé integrasjonsgrensene,
og kan fullfore beregningen:

NS
Wi

Wl
—_—
—
[SJCH]
|
(=]
W

o ! =

OPPGAVE 3 (15 %)
Gitt folgende ligningssystem:

3x1—-2x2+x3=1
—2X1+X2+2x3=2
X]1—X2+2x3=3

a) Dette ligningssystemet kan skrives pa matriseform, altsd som Ax = b.
Angi hva A, x og b er i dette tilfelle.
A, x og ber her:
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b) Finn determinanten til A, og forklar hva den den forteller om hvor mange losninger lign-
ingssystemet har.

3 -2 1

detA=|-2 1 2|=

1 -1 2
1 2 —2 2| |-2 1
3"—1 2‘_(_2)"1 2+1"1 —1‘

3-(1-2-2-(-1)+2-((-2)-2-2-)+((-2)- (- -1-1) =
3-4+2-(-6)+1=
1

Siden determinanten er forskjellig fra 0, vet vi at ligningssystemet har neyaktig én lesning.

c) Finn den inverse matrisen, A},
For 4 finne den inverse matrisen, danner vi matrisen [A|I] og gjor rekkeoperasjoner pé den
slik at venstre halvdel blir I. Da vil hgyre halvdel ha blitt A~

3 -2 1100
[All=]-2 1 2 0 10
1 -1 2 0 01
Vi starter med & addere rekke 2 til rekke 1, og far
1 -1 3 110
-2 1 2 010
1 -1 2 0 01

Vi tar to ganger rekke 1 og adderer dette til rekke 2:
1 -1 3110
0 -1 8230
1 -1 2001
S4 tar vi rekke 3 og trekker fra rekke 1:
1 -1 3 1

1 0
0 -1 8 2 3 O
0 0 -1 -1 -1 1
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Vi bytter fortegn pa bade rekke 2 og 3 (ved & gange rekkene med -1):

1 -1 3 1 1 0
0 1 -8 -2 -3 0
0o 0 1 1 1 -1

Vi tar rekke 2 og legger til 8 ganger rekke 3:

1 -1 311 O
0 1 06 5 -8
0O 0 1 11 -1

Sa tar vi rekke 1 og trekker fra 3 ganger rekke 3:
1 -1 0 -2 -2 3
0 1 0 6 5 -8
0 0 1 1 1 -1

Til slutt tar vi rekke 1 og legger til rekke 2:
1 0043 -5
0106 5 -8
00111 -1

Na er venstre halvdel blitt identitetsmatrisen, og hayre halvdel er da A71 dvs

4 3 -5
Al=|6 5 -8
11 -1

d) Finn losningen av ligningssystemet ved ¢ beregne A™'b.

x=Alb=
1
2
—1 3
4-1+3:2-5-3
6:-1+5-2—-8-3
1-1+1:2—-1-3
-5
-8
0

Dvs.
X1 = -5, XZ:—& X3:0
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OPPGAVE4 (10 %)

Gitt folgende matriser:
1 -3 0 -1
A‘[z -1 1 —3]
1 2
2 -1
B= -1
0

Finn folgende matriseprodukter dersom de eksisterer:

a) AB
1 2
1 -3 0 -1] [2 -1
AB:[z -1 1 —3]' -1 1|°
0 1
1-14(=3)-240- (=) +(=1)-0 1-2+(=3)-(-1)+0-1+(-1)-1] _
2.1+ (-1)-241-(-1)+(=3)-0 2-24(=1)-(-1)+1-1+(=3)-1] _
-5 4
-1 3
b) BA

1 2

2 -1 [1 =3 0 -1
BA=1_1 1 '[2 -1 1 —3]‘

0 1

1-142:2  1-(=3)+2-(-1)  1-042:1  1-(=1)+2-(=3)
2-1+(-1)-2 2-(=3)+(=1)-(-1) 2:0+(-1)-1 2-(=1)+(~1)-(-3)
(11412 (-1)-(=3)+1-(-1) (-1D-0+1-1 (=1)-(-1)+1-(=3)
0-1+41-2  0-(-3)+1-(-1)  0-0+1-1  0-(-1)+1-(-3)

[5 -5 2 -7
0 -5 -1 1
1 2 1 -2
2 -1 1 -3
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c) ATA
Her ma vi forst finne den transponerte til matrise A:

1 2
r_ -3 -1
AT = 0 1
-1 -3
Vi finner da
1 2
r,_|-3 -1 [1 -3 0 -1]_
A= [2 -1 1 —3]‘
-1 -3
1-1+2-2 1-(-3)+2-(-1) 1-0+2-1 1-(-1)+2-(-3)
-3)-1+(-D-2 (-3)-(-3)+(-D-(-1) (-3)-0+(-1-1 (-3)-(-D+(-1-(-3)
0-1+1-2 0-(=3)+1-(-1) 0-0+1-1 0-(-1)+1-(=3)

=D-1+(=3)-2 (-1)-(=3+(=3)-(-1) =D-0+(=3)-1 (=D-(=1D)+(=3)-(=3)

5 -5 2 -7

-5 10 -1 6
2 -1 1 -3
-7 6 -3 10

OPPGAVE 5 (25 %)

Gitt folgende matrise:

el )

0.2 0.7

a) Finn egenverdiene og de tilhorende egenvektorsettene til A.
Vi ma forst finne egenverdiene. Dette er de A som gjor determinanten det(A — A1) lik null.

det(A—/U):‘O'g_/l 0.3 ‘:

02 07-21
(0.8—21)(0.7—1) — (0.3-0.2) =
0.56 —0.84—0.71 + A* —0.06 =
A2 —1.51+0.5
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Vi finner sé hvilke A som gjor dette uttrykket lik 0:

A2 =1514+0.5=0

_ —(-1.5)+V/(-152-4-1-05 15£y225-2 1505
- 2-1 - 2 S22

A

og vi far altsa felgende egenverdier:

1.5+0.5
A =1
RSN 2 =
0g
1.5-0.5
A, = :‘___5
== 2 a—

Vi kan sa finne egenvektorsettene tilhgrende disse to egenverdiene. Et egenvektorsett er
alle vektorer x # 0 som er lgsning av ligningen (A—AI)x =0.

Egenvektorsett tilhgrende A; = 1:

08-1 0.3 -0.2 0.3
A== [ 02 07- 1] N [ 0.2 —0.3]
Matrisen over er altsa koeffisientmatrisen i ligningssystemet (A —A;I)x = 0. Vi lgser dette
pa vanlig mate, altsd ved a gjore rekkeoperasjoner pa koeffisientmatrisen (siden dette er et
homogent ligningssystem, trenger vi ikke a ta med hayre side). Vi adderer forste rekke til

andre rekke, og far

-0.2 0.3
0 0

Sé kan vi for enkelhets skyld multiplisere forste rekke med 10:

-2 3
0 0

Vi far her én fri variabel (siden vi har én ligning og to ukjente), og vi setter x, = ¢. Rekke 1
gir da:
—2Xx1+3x,=0
Vi ordner ligningen, og far
—2x1=-3xp =-3¢
som gir
-3

3
X1=—t=-=t
-2 2
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Egenvektorsettet tilhorende A; = 1 kan altsé skrives
3

3
Zt :t.[i

=% 1

, t#0

eller, dersom vi onsker & unngé broker (siden ¢ er vilkérlig, kan vi gange vektoren med 2):

3

5| S#0

X=S-

Egenvektorsettet tilhorende A, = 0.5:

0.8-0.5 0.3
0.2 0.7-0.5

0.3 0.3

A=Al = 0.2 0.2

Vi multipliserer sé forste rekke med %0 og andre rekke med 5, og far

11

A

S subtraherer vi forste rekke fra andre rekke, og far
11
00
Vi far igjen en fri variabel (dersom vi ikke hadde fatt en fri variabel, ville det vist oss at vi
hadde gjort en regnefeil et sted), og vi setter x, = ¢. Rekke 1 gir da:
X1+x2=0

Vi ordner ligningen, og far
X1=—Xp=—1

Egenvektorsettet tilhorende A, = 0.5, kan folgelig skrives

Pa den svenske oya Syd-Koster driver et firma med sykkelutleie. Det er to steder hvor man
kan leie sykler: Ekendis og Langegdrde. Syklene kan leies fra klokken 08.00 om morgenen og
mad leveres tilbake pa ett av disse to stedene innen klokken 20.00 om kvelden.

Det viser seg at av de syklene som leies ved Ekendis, returneres 80 % til Ekends og 20 % til
Langegdirde. Av syklene som leies ved Lédngegdirde, returneres 30 % til Ekendis og 70 % til
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Ldangegdrde. For enkelhets skyld antar vi at dette brukermonsteret ikke endrer seg over tid,
at alle sykler blir utleid hver morgen og at ingen sykler blir odelagt eller stjalet. Anta at det i
utgangspunktet er like mange sykler ved Ekencdis som ved Langegidrde.

Vi betegner andelen sykler ved Ekendis ved starten ey og andelen sykler ved Langegdirde ved
starten ly. Andelen sykler pa de to stedene etter ett dogn, kaller vi henholdsvis e, og ;.

b) Finn ey og I, uttrykt ved ey og ly.

Andelen sykler ved Ekenis etter ett dogn, vil veere 80 % av de syklene som var ved Ekeniés i
utgangspunktet (siden 80 % av disse syklene leveres tilbake til Ekenis), altsd 0.8 - ¢y, pluss
30 % av de syklene som var ved Langegédrde i utgangspunktet (siden 30 % av disse syklene
blir innlevert til Ekenés), altsa 0.3 - [. Vi far derfor:

e; =0.8¢y + 0.310

Tilsvarende resonnement gir for andelen sykler ved Langegirde etter ett dogn:

ll =0.2¢ey+ 0.71()

Vi kan bruke betegnelsen x( pa vektoren xy =

€o
lo

o o e
Vektoren x, er da andelen sykler pd de to stedene etter ett dogn, altsa x, = [ ll ] .
1

Vi kan da skrive x, = Axy, hvor A er matrisen gitt i sporsmdl a).

¢) Begrunn at x,, = A"xy. Forklar hvorfor det ville veert fordelaktig dersom xy hadde veert en
egenvektor til A.

Siden prosentandelen innleverte sykler til Ekends og Langegéirde hele tiden er den samme,
vil med samme resonnement som i spersmal b), fa

er =0.8e; + 0.3[1

lg =0.2e; + 0.711

eller, skrevet pa matriseform:
Xy = Ax 1

Og, siden x; = Ax, far vi
X2 = Ax1 = A(Axg) = A*xg

P4 samme mate far vi
X3 =Axp = AA2x0 = A3x0

og folgelig
x,=A"x
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Det ville veert fordelaktig om xy hadde veert en egenvektor, fordi da ville Axy veert lik Ax,
og folgelig
A%xy = A(Axg) = A(Axg) = A(Axg) = A(Axg) = A%xg

P& samme mate ville vi da fatt
Al'xg= A" Axg = A" (Axg) = A" N (Axg) = AA"T2 Axg = VA" (Axg) = A2 A" 2 xg
Hvis vi fortsetter dette, ser vi at vi far
Axo=A"x

Et viktig poeng her, er at det & beregne A” er meget krevende, iser hvis A er en stor matrise
og n er stor, mens det & beregne 1" er enkelt, nesten uansett hvor stor 7 er. Dette er grun-
nen til at det ville veert fordelaktig om x, var en egenvektor.

Trikset vi gjor i resten av denne oppgaven, er at vi gjor et basisskifte til en basis basert pa
egenvektorer. Dette vil gjore beregningen enklere, nettopp av grunnen vi har forklart over.

d) Vi skal na foreta et basisskifte fra standardbasis til en basis gitt ved to av matrisens egen-
vektorer. Velg en egenvektor fra hvert av egenvektorsettene. Angi koordinatskiftematrisen U
som du da far, og finn koordinatene til x i denne nye basisen.

Jeg velger folgende egenvektorer:

Egenvektor tilhorende egenverdien A; = 1: x; = B]

-1
1
Koordinatskiftematrisen U er da matrisen som bestdar av disse to egenvektorene som kolon-

ner:

Egenvektor tilhgrende egenverdien 1, = 0.5: x, = [

3 -1
2 1

Da er koordinatene c; og ¢, i denne nye basisen gitt ved sammenhengen

U=

xo=Uc

C1

hvor ¢ = . Folgelig er koordinatene i den nye basisen
2

c= U_lxo

Vi ma folgelig invertere U:
U—lzé.[ 1 1]:1.[ 1 1]
3-1-(-1)-2 [-2 3] 5 [-2 3
Ved starten er det like mange sykler ved de to stedene, og folgelig er

0.5
0.5

o
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Vi far da
-2 3 0.5

1[1:05+1:05 | _1[1]_Jo02
5 [(-2)-05+3-05] 5 [05] |01

curtao= ] L (03]

Merk at disse koordinatene er avhengig av hvilken basis som er valgt, altsd hvilke egenvek-
torer vi valgte. Mitt svar er altsd ikke det eneste korrekte svaret.

e) Bruk det du fant i sporsmdl d) til a finne et uttrykk for e,, og l,,, altsd andelen sykler ved
de to stedene etter n dogn.

Tips: Husk at xo = Uc = c1 X1 + c2 X, hvor ¢ 0g ¢ er koordinatene til xy i den nye basisen du
fantisporsmal d), og x, og x, er egenvektorene du har valgt.

Etter n dogn vil andelen sykler pa de to stedene veere gitt ved
x,=A"xg=A"Uc)=A"(c1x,+C2x) =1 A"y, + 2 A" x5

Siden x, og x, er egenvektorer til A, blir Ay, = A1, 0g Ax, = A2X,.

Vi far da
Xn=A"X;+ A" Y, = Al X1+ AV X,

OgXZZ[ 1

Setter vi né inn tallverdiene ¢; =0.2, ¢, =0.1,1; =1, 1, =0.5, x; = , far vi

2

3 -1 0.6 -0.1
_ .1n, . n, — . n,
x,=02-1 +0.1-0.5 1]—[0. ]+0.5 [0'1]

2

€n

Siden x;, = [l
n

] , gir dette
e,=0.6—0.1-0.5"

l,=0.4+0.1-0.5"

f) Finn hvor stor andel av syklene som i det lange lop vil befinne seg ved henholdsvis Ekendis
og Langegcirde (etter at alle syklene er innlevert pa kvelden).
Siden lim,,_.., 0.5 = 0, finner vi

lim e; =0.6
n—oo
lim /,,=0.4
n—oo

Dvs: L det lange lop vil 60 % av syklene befinne seg ved Ekends og 40 % ved Ldngegirde.
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OPPGAVEG (15 %)

Finn den generelle losningen av differensialligningen
y"'+2y' +5y=2cost+4sint

Dette er en lineer, annenordens inhomogen ligning. Lesningen av denne er y = y, + yp,
hvor yj, er den generelle losningen av den tilhorende homogene ligningen, og y,, er en par-
tikuleer losning av den inhomogene ligningen.

Vi laser derfor forst den tilhgrende homogene ligningen, altsa ligningen
y'+2y'+5y=0
Denne kan loses ved 4 finne og lose den karakteristiske ligningen:
A2 +21+5=0
Denne har lgsninger

B —2+4Vv22-4.1-5 _ —2+V-16  -2+4i

2-1 2 2

A =-1+2i

Den generelle losningen av den tilhorende homogene ligningen, er folgelig

Yh= e_t(Cl cos2t+ Cysin2t)

En partikuleer lesning av den inhomogene ligningen finner vi ved & anta at en funksjon
pé samme formen som hoyre side av ligningen, vil veere en slik losning. Vi antar derfor at
felgende funksjon er en lgsning:

y=Kicost+Kysint

Denne gir
y' =—Kjsint+Kcost

0g
y" =—-Kycost—Kysint

Vi ma sé sette inn disse uttrykkene i ligningen for 4 bestemme hva K; og K, ma veere for at
dette skal veere en losning. Setter vi uttrykkene inn, far vi

—Kjcost—Kysint+2(—Kysint+ Kycost) +5(Kjcost+ Kysint) =2cost+4sint
Ganger vi ut parentesene, far vi

—Kjcost—Kpsint—2K;sint+2K,cost+5K;cost+5Kysint =2cost+4sint
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Sammenholder vi koeffisientene foran cosinus-leddene pa venstre side med cosinus-leddet
pa hoyre side, og tilsvarende for sinus, far vi

-K1+2K;+5K1=2 AN —-Ky,—-2K;+5K;=4
Vi lgser s dette ligningssettet for 4 finne K; og K»:

4K; =2-2K, AN 4K, - 2K =4

Klzl—le N 4K2—2(1—1K2):4
2 2 2 2
1 1
KIZE_EKZ N 1K) -1+ Ky, =4
1 1
Kl—E—EKg AN 5Ky =5
Klzl—lKg N K=1
2 2
1 1
KI_E_E.l N K=1

Ki=0 AN Ky =1

Vi har dermed funnet at folgende funksjon er en partikuler lesning av differensiallignin-
gen:
Yp=0-cost+1-sint=gint

Den generelle losningen av differensialligningen er folgelig

Y=YntYp=

e ' (Cycos2t+C,sin2t) +sin t

OPPGAVE 7 (15 %)
Bruk laplacetransformasjonen til d lose folgende initialverdiproblem:
Y +y' —-6y=136(1) y(0)=0,y'(0) =-3
Vi transformerer ligningen ved hjelp av laplacetransformasjonen, og far:
s°Y —5-y(0) = y'(0) + sY — y(0) —6Y = 132 (5(1))
Den transformerte av §(¢) er lik 1. Setter vi ogsa inn initialbetingelsene, vi far

Y —(-3)+sY-6Y =13
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Vi flytter alt som ikke inneholder Y over pa hayre side, og far
Y +sY-6Y =13-3
S leser vi med hensyn pd Y ved forst & ta Y utenfor en parentes pa venstre side:
(s*+5-6)Y =10

Vi deler med uttrykket foran Y, og fér folgende:

For 4 finne y(¢) ma vi inverstransformere. Dersom nevneren har reelle rotter, kan vi del-
brekoppspalte. Vi sjekker dette:
s2+s-6=0

som har lgsninger

-1+4/12-4-1-(-6) -14+v25 -1+5

Ss= = =

2-1 2 2
Nevneren har folgelig rottene
-1+5
Sl = =
2
0g
-1-5 3
Sp = =-
272

Nevneren kan derfor skrives s*> + s —6 = (s —2)(s +3). Vi kan derfor delbrokoppspalte ut-

trykket for Y (s):
10 A B

= +
s2+s5s—6 s-2 s+3

Vi ganger begge sider med (s —2)(s + 3), og far

10 o 43) = A (-2 (s43) 4 D (s—2)(s+3)
s$2+s5—6 s s ) S s+3

Vi forkorter, og far
10=A(s+3)+B(s—2)

Vi kan bestemme A og B ved 4 sette inn tall for s.
s=2gir
10=A(2+3)+B((2-2)

10=5A+0B
A=2
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s=-3gir
10=A(-3+3)+B(-3-2)

10=0A-5B
B=-2

Vi kan folgelig skrive
2 2
Y(s)=————
s—2 s+3

Inverstransformerer vi denne, far vi

_ ol _p1 2 ) 2 )
y) =L (Ys)=%£ < =

s—2 s+3
-1 1 _ -1 1 _
2% —|-2% — | =
s—2 s+3
2e* —2¢73 =
z(eZI_e—St)
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