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Oppgave 1 

 

Nedenfor er grafen til 2)( 2  xxxf  vist. 

 

 

 
 

 

Finn arealet av flaten avgrenset av denne funksjonen og x-aksen, altså arealet av den 

skraverte flaten. 

Arealet av flaten er gitt ved  
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Vi må ha minus foran integralet fordi flaten ligger under x-aksen. Dette gir  
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Oppgave 2 

Grafen til funksjonen 
21

)(
x

x
xf


  mellom x = 0 og x = 1 roteres om x-aksen. Finn 

volumet til det omdreiningslegemet som da framkommer. 

 

Dette volumet er gitt ved  
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For å kunne integrere denne, må vi bruke substitusjonen  
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som gir  
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Oppgave 3 

 

Gitt matrisene  
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a) Finn AB.  
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b) Finn 1B . 

 

For å finne 
1B  lager vi matrisen  

 

  3| IB  

 

og utfører elementære rekkeoperasjoner for å gjøre venstre halvdel til 

identitetsmatrisen:  

 

   

















100

010

001

444

022

001

 

 

~ 

13

'

3

12

'

2

4

2

104

012

001

440

020

001

RRR

RRR























  

 

~ 22
1'

22
1

104

01

001

440

010

001

RR 



















  

 

~ 

23

'

3

2
1

4120

01

001

400

010

001

RRR 

















  

 

~ 

34
1'

34
1

2
1

2
1

0

01

001

100

010

001

RR 

















  

 

Nå er venstre halvdel blitt identitetsmatrisen. Høyre halvdel vil da være 
1B : 
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Oppgave 4 

 

Gitt følgende matrise:  
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a) Løs ligningssystemet Ax = 0. 

 

Vi løser ligningssystemet ved gauss-jordaneliminasjon: 
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Matrisen er nå på redusert trappeform. 

  

Vi ser at vi får to frie variable, og vi setter  
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sx 4  og tx 3  

 

Rekke 2 i matrisen gir   

 

 02 432  xxx  

 

og altså  

 stxxx  22 432
 

 

Rekke 1 gir  

 

 02 431  xxx  

 

og følgelig  

 

 stxxx 22 431   

 

Oppsummert blir løsningen av ligningssystemet følgelig  

 

sxtxstxstx  4321 22  

 

eller, skrevet på vektorform: 

 

 x = 









































































































1

0

1

2

0

1

2

1

0

2

0

22

2

st

s

s

s

t

t

t

s

t

st

st

 

 

 

b) Finn en basis for kolonnerommet til A og en basis for nullrommet til A.  

 

Kolonnerommet er det rommet som utspennes av kolonnevektorene i matrisen. En 

basis for kolonnerommet finner vi fra den reduserte trappeformen: Det er kolonne 1 og 

2 som har ledende elementer. Derfor utgjør kolonne 1 og 2 i den opprinnelig matrisen 

en basis for kolonnerommet, altså:  
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Nullrommet til en matrise, er mengden av alle løsningen til ligningssystemet Ax = 0. 

Dette ligningssystemet løste vi i oppgave a), og vi kan bruke løsningen fra denne 

oppgaven. En basis for nullrommet finner vi fra løsningen i oppgave a) skrevet på 

vektorform: 
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Oppgave 5 

 

Gitt følgende matrise 
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Finn egenverdiene og de tilhørende egenvektorsettene til A. 

 

Vi finner egenverdiene ved å løse ligningen 

 

0
47

12









 

 

Regner vi ut determinanten, får vi  
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Den karakteristiske ligningen blir følgelig  

 

 01522    

 

Løser vi denne, finner vi egenverdiene  

 

 53 21    

 

Vi kan nå finne egenvektorsettene. Hvert egenvektorsett er løsningen av ligningen Ax  x. 

Dette ligningssystemet kan omskrives som )( IA  x = 0.  

 

Egenvektorsettet tilhørende egenverdi 31   blir derfor løsningen av det homogene 

ligningssystemet  

 

  )3( IA x = 0 

 

Koeffisientmatrisen til dette ligningssystemet blir  
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Vi løser så ligningssystemet på vanlig måte ved å bringe koeffisientmatrisen på trappeform: 
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Vi får her én fri variabel, og vi setter sx 2 . Rekke 1 gir da  

 

  021  xx  

og altså  

  sxx  21  

 

Egenvektorsettetet tilhørende egenverdien 31   er følgelig  
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Egenvektorsettet tilhørende egenverdi 52   blir løsningen av det homogene 

ligningssystemet  

 

  ))5(( IA  x = 0 

 

Koeffisientmatrisen til dette ligningssystemet blir  
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Vi løser så ligningssystemet på vanlig måte ved å bringe koeffisientmatrisen på trappeform: 
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Vi får her én fri variabel, og vi setter rx 2 . Rekke 1 gir da  

 

  07 21  xx  

og altså  

  rxx
7
1

27
1

1   

 

Egenvektorsettet tilhørende egenverdien 52   kan følgelig skrives 
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Siden r er en vilkårlig konstant, kan vi – dersom vi ønsker å unngå brøker i løsningen – skrive 

denne som  

 

  x = 0
7

1











 tt  

  

 

Oppgave 6 

 

Bestem den generelle løsningen til følgende differensialligning:  

xeyyy 2365   

Vi løser først den tilhørende homogene ligningen:  

 065  yyy  

Denne differensialligningen har konstante koeffisienter, og den kan derfor løses ved å løse 

dens karakteristiske ligning:  

 0652    

Denne har løsningene  

 
2

15

12

61455 2 





  

 2
2

15
1 


  og 3

2

15
2 


  

Med to reelle løsninger av den karakteristiske ligningen, vil den generelle (allmenne) 

løsningen av denne differensialligningen være  

 
xx

h eCeCy 3

2

2

1

   
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Vi må så finne en partikulær løsning av den inhomogene ligningen. Hovedregelen er at vi skal 

forsøke med en løsning som er på samme formen som høyre side av ligningen. I vårt tilfelle 

vil det være 
xKey 2 . Problemet med denne, er at vi alt har denne i løsningen hy  (i leddet 

xeC 2

1


). Vi må derfor oppgradere (altså gange med x), og forsøker med  

 xKxey 2  

Dette gir  

 xxxx KxeKeeKxKey 2222 2)2(    

og  

 xxxxx KxeKeeKxKeKey 22222 44)2(222    

Setter vi så dette inn i differensialligningen, får vi  

xxxxxx eKxeKxeKeKxeKe 222222 36)2(544    

Vi deler hele ligningen med 
xe 2
 og ganger ut parentesen:  

 3610544  KxKxKKxK  

som gir  

 3K  

Vi har da vist at følgende er en partikulærløsning av differensialligningen:  

 x

p xey 23   

Den generelle løsningen av differensialligningen blir derfor  

 
xxx

ph xeeCeCyyy 23

2

2

1 3    

 

Oppgave 7 

Løs følgende initialverdiproblem: 

   0)0(0sin'   yxey y
 

Denne kan vi forsøke å løse ved separering. Vi flytter først leddet xe y sin  over på høyre 

side, og får:  

  xey y sin'   
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Vi ganger så begge sider med 
ye , og får: 

xye y sin  

Det er vanlig å skrive y  som 
dx

dy
 for å tydeliggjøre den videre fremgangsmåten. Gjør vi det, 

får vi:  

  x
dx

dy
e y sin  

Ligningen er nå separert, og vi kan integrere begge sider med hensyn på x: 

    dxxdx
dx

dy
e y sin  

  dxxdye y sin  

Cxey  cos  

Vi løser så med hensyn på y ved å ta logaritmen på begge sider:  

   Cxey  coslnln  

som gir 

   Cxy  cosln  

Vi kan så bruke initialbetingelsen for å bestemme C:  

  00cosln  C  

  01ln  C  

Vi eksponentierer begge sider, og får  

  
  01ln ee C 

 

  11  C  

  2C  

Følgelig er løsningen av initialverdiproblemet  

     xxy cos2ln2cosln   
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Oppgave 8 

a) Finn laplacetransformen til følgende funksjon:  

 

2

21

1

0

2

0

)(

















t

t

t

for

for

for

tf  

 

Her har vi to muligheter: Vi kan bruke definisjonen av laplacetransformasjonen eller 

vi kan skrive f(t) ved hjelp av sprangfunksjonen u(t – a). Jeg viser her begge 

muligheter, men i besvarelsen er det tilstrekkelig studentene har med en av dem. Jeg 

viser først metoden med å bruke sprangfunksjoner. 

 

Bruker vi enhetssprangfunksjoner, kan vi skrive f(t)  

 

 )2(2)1(2)(  tututf  

Den laplacetransformerte av u(t – a) er 
ase

s

1
. Laplacetransformen til f(t) er følgelig 
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Alternativt kan vi altså løse oppgaven ved å bruke definisjonen av 

laplacetransformasjonen:  
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b) Bruk laplacetransformasjonen til å løse følgende initialverdiproblem:  

)4()(  ttyy  ,  0)0(,0)0(  yy  

 Laplacetransformerer vi differensialligningen, får vi  
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som etter ordning gir  

 

 
seYYs 42 1   

 

Vi trekker Y utenfor en parentes på venstre side, og får  
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Så deler vi ligningen på uttrykket i parentesen, og får  
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Inverstransformen til det første leddet finner vi direkte fra oversikten over 

laplacetransformer: 

 L t
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For å inverstransformere det siste leddet, benytter vi at  

L   )()()( sYeatuaty as  

 Vi får da  
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Løsningen blir følgelig  
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