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Oppgave 1  

 

 
 

Figuren viser grafene til sinus og cosinus. Finn arealet av det skraverte området. (Grafene 

skjærer hverandre i punktet 
4
x ). 

 

Arealet av det skraverte feltet blir   

  

  A =       2
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Oppgave 2 

Løs følgende initialverdiproblem: 

 

   0,6)1(2' 3  xyxyxy  

 

Her må vi først ordne differensialligningen så den kommer på standard form. Dette gjør vi 

ved å dele hele ligningen med x slik at 'y  blir stående med koeffisient 1: 

   
22

' xy
x

y   

 

Så finner vi integrerende faktor ved først å integrere faktoren foran y: 

 

  xdx
x

dx
x

ln2
1

2
2

   

 

Siden vi har fått oppgitt at x > 0 vil |x| = x og vi kan skrive  

 
2lnln2ln2  xxx  
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Integrerende faktor (som ofte betegnes med den greske bokstaven  ) blir da  

 

  
2ln 2 



xe x  

 
Vi ganger differensialligningen med den integrerende faktor og får 

 

  
22122 2' xxyxxyx  

 

 

  12' 32   yxyx  

som gir  

 

  1')( 2  yx  

 

Deretter integrerer vi begge sider:  

   

  dxdxyx   1)'( 2
 

 

som gir  

  Cxyx 2  

 

Så løser vi med hensyn på y ved å gange med 2x  og får 

 

  
23 Cxxy   

 

Til slutt må vi finne konstanten C ved å benytte initialbetingelsen y (1) = 6:  

 

  23 116  C  

som gir  

  5C  

 

Løsningen på initialverdiproblemet blir følgelig  

 

  
23 5xxy   

 

Oppgave 3 

a) Den laplacetransformerte til en funksjon )(tf  er gitt ved: 

 

   
1

1

2

1
)(







ss
sF  

 Finn )(tf , altså den inverse laplacetransformasjonen til )(sF . 
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Siden både laplacetransformasjonen og den inverse laplacetransformasjonen er 

lineære, kan vi dele opp uttrykket over slik:   

   )(tf L 















1

1

2

11

ss
 L 













2

11

s
 L 













1

11

s
 

 Av tabellen i vedlegg 2 framgår det at L  
as

eat




1
. Dette innebærer at  

   L te
s

21

2

1













   og   L te

s

 








1

11
 

 Følgelig er  

   tt eetf  2)(  

b) Bruk laplacetransformasjon til å løse følgende initialverdiproblem: 

 

  )2(32'''  tyyy     3)0(',0)0(  yy    

 

hvor )2( t  er en enhetspuls (Diracs delta) ved t = 2. 

 

Vi laplacetransformerer differensialligningen og får:  

 

  
seYsYsYs 22 32)0(30   

 

som gir, når vi flytter alt på venstre side som ikke inneholder Y over på høyre side, 

 

  332 22   seYsYYs  

 

Vi trekker Y ut som en felles faktor  

 

  33)2( 22   seYss  

 

og løser så med hensyn på Y: 

 

  
2

3

2

3
22

2









ssss

e
Y

s

 

 Vi må så se om vi kan delbrøkoppspalte. Vi faktoriserer først nevneren:  

  022  ss  

 gir  
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2

31

12

)2(14)1()1( 2






s  

dvs.  

  1
2

31
2

2

31






 ss  

Vi kan følgelig faktorisere nevneren slik: )1)(2(22  ssss  

Så gjør vi delbrøkoppspaltingen: 

   
122

3
2 





 s

B

s

A

ss
 

Ganger med )1)(2(  ss  og får  

  )2()1(3  sBsA  

Setter vi så inn 2s  i dette uttrykket får vi: 

   )22()12(3  BA  

dvs.  1A  

Setter vi inn 1s  får vi: 

  )21()11(3  BA  

dvs.   1B  

Vi kan følgelig delbrøkoppspalte slik  

 

  
1

1

2

1

2

3
2 





 ssss

  

 

Dette er det samme uttrykket som vi inverstransformerte i oppgave a).  

 

Vi kan nå skrive uttrykket for Y som  

  
1

1

2

1

1

1

2

1 22











 

ss
e

s
e

s
Y ss

 

 

Vi bruker så resultatet fra oppgave a) sammen med følgende som vi henter fra tabellen i 

vedlegg 1:  

  L   )()()( sYeatuaty as   

 

I vårt tilfelle betyr dette at  
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  L )2(
2

1 )2(221 










 tuee
s

ts  

og   

  L )2(
1

1 )2(21 









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Dette gir oss følgende løsning på initialverdiproblemet:  

 

  tttt eetuetuety   2)2()2(2 )2()2()(  

 

Dersom vi ønsker kan vi omforme løsningen slik:  

 

For t < 2 (da er u(t – 2) = 0):  

 

  tt eety  2)(  

 

For 2t (da er u(t – 2) = 1): 

 

    tttt eeeety 2)2()2(2 11)(  

 

   tttttt eeeeeeeeee   )1()1( 2242242  

 

Løsningen da skrives slik 
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Oppgave 4 

Gitt følgende matrise: 

  

























91293

5873

14630

A   

a) Finn alle løsninger av ligningssystemet Ax = 0.  

Dette kan vi finne ved å gjøre elementære rekkeoperasjoner på koeffisientmatrisen 

inntil den er på redusert trappeform. Siden vi har et homogent ligningssystem trenger 

vi ikke å dra med oss høyresiden som jo alltid vil bestå av bare 0-er, og trenger derfor 

ikke å bruke totalmatrisen.  

 

Vi bytter først om på rekke 1 og 3, og får:  



 ITD15013 Matematikk 1, andre deleksamen, mai 2014 - løsningsforslag  Side 7 av 13 

 

  ~ 























14630

5873

91293

  

  ~ 122 '

14630

14420
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RRR 
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

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
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











  

 ~ 
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1

1 '

14630

14420

3431 RR 


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








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


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1
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RR 


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


















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




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1
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








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0210

0431

RRR
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






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













  

 

 ~ 

211 3'

1000

0210

0201 RRR 





















  

 

Nå er koeffisientmatrisen på redusert trappeform, og vi kan skrive ned løsningen. Av 

3. rekke ser vi at  

 04 x  

Variabelen 3x  er fri, og vi setter  

 sx 3  

2. rekke gir da 
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 02 32  xx  

og følgelig  

 sxx 22 32   

1. rekke gir  

 02 31  xx  

og følgelig  

 sxx 22 31   

Oppsummert:  

 

 0,,2,2 4321  xsxsxsx  

 

Skrevet på vektorform: 

 

  x 









































0

1

2

2

0

2

2

s
s

s

s

 

 

 

b)  

i) Forklar hva som menes med at vektorer er lineært avhengige eller uavhengige. 

Vektorer er lineært avhengige dersom en av dem kan skrives som en 

lineærkombinasjon av de andre. I R
2

 innebærer dette at vektorene har samme 

eller motsatt retning (altså at de peker langs samme linje). I R
3
 innebærer det 

at vektorene ligger i samme plan.  

I motsatt fall er de lineært uavhengige.  

 

ii) Er kolonnevektorene i A lineært uavhengige? Begrunn svaret. 

Vektorene er ikke lineært uavhengige. Altså: de er lineært avhengige. 

Dette kan begrunnes på to måter (som essensielt er den samme begrunnelsen): 

1. Kolonnevektorene i A har tre komponenter og ligger derfor i R
3
. Fire 

vektorer som bor i et tredimensjonalt rom kan ikke være lineært uavhengige, 

da det er «en dimensjon for lite». Den siste vektoren har ikke noen ny 

dimensjon å peke ut. Følgelig er vektorene lineært avhengige.  

2. Dersom kolonnevektorene i A er lineært uavhengige betyr det at 

lineærkombinasjonen av dem er nullvektor kun dersom alle koeffisientene i 

lineærkombinasjonen er null. En lineærkombinasjon av kolonnevektorene i A 

kan uttrykkes som Ax hvor x er vektoren av koeffisientene i 

lineærkombinasjonen. Altså: dersom Ax = 0 kun har den trivielle løsningen er 

kolonnevektorene i A lineært uavhengige. Som vi så i oppgave a) hadde dette 
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ligningssystemet også ikke-trivielle løsninger, og vektorene er derfor lineært 

avhengige.  

 

c) Finn en basis for kolonnerommet og en basis for nullrommet til matrisen. 

Matrisen på redusert trappeform som vi fant i oppgave a) kan brukes til å finne en 

basis for kolonnerommet. Matrisen var slik:  

 





















1000

0210

0201

 

 

Vi ser at kolonne 1, 2 og 4 har ledende elementer, og disse tre kolonnene i matrise A 

vil derfor danne en basis for kolonnerommet til A, altså:  

 

 

























































9

5

14

,

9

7

3

,

3

3

0

 

 

En basis for nullrommet til matrisen er gitt av løsningen på Ax = 0 som vi fant i a).  

På vektorform var denne løsningen  

 

  x 





















0

1

2

2

s  

 

og en basis for nullrommet er derfor  

 



















0

1

2

2

 

 

d) For matrise A, finn  

i) dimensjonen til kolonnerommet  

Dimensjonen til kolonnerommet er gitt ved antall vektorer i basisen. Her består 

basisen av tre vektorer (dette fant vi i oppgave c), og dimensjonen til 

kolonnerommet er følgelig 3.  

   

ii) rangen 

Rangen til matrisen er lik dimensjonen til kolonnerommet. Følgelig er  

rank A = 3 
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iii) nulliteten 

Nulliteten er dimensjonen til nullrommet. Vi så at basis for nullrommet besto 

av kun en vektor. Følgelig er nulliteten til A lik 1. 

 

Oppgave 5 

a) Gitt følgende matrise.  

 

 









21

45
A  

 

Finn matrisens egenverdier og de tilhørende egenvektorsettene.  

Egenverdiene og egenvektorene er de λ og x som tilfredsstiller ligningen Ax = λx som 

kan omformes til  )( IA  x = 0.  

Vi finner først egenverdiene. Det er de som gir ikke-trivielle løsninger av ligningen 

 )( IA  x = 0, altså de λ som gjør determinanten til koeffisientmatrisen lik 0. 

Determinanten til koeffisientmatrisen er   

  det 



 14)2()5(

21

45
)( 




IA  

 

6742510 22    

 Vi finner så hvilke som gjør denne lik 0:  

  
2

57

12

614)7()7( 2






  

 som gir følgende egenverdier 

  6
2

57
1 


   og  1

2

57
2 


  

  

Egenvektorene er de x-vektorene som er løsninger av ligningssystemet  

 )( IA  x = 0: 

Egenvektorsettet som tilhører 61  : 

 







































41

41

621

465

21

45

1

1

1



 IA  

Løsningen av ligningssystemet  )( IA  x = 0 finner vi nå ved elementære 

rekkeoperasjoner på koeffisientmatrisen: 
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    












41

41
 

  ~ 
122 '00

41

RRR 








 

Mange vil foretrekke å ha matrisen på redusert trappeform. I så fall må vi endre 

fortegn på første rekke (dette spiller strengt tatt ingen rolle):  

  ~ 
11 )1('

00

41 RR 







 
 

Her vil 2x  være en fri variabel, og vi setter  

sx 2  

Første rekke gir da  

04 21  xx  

 som gir  

  sxx 44 21   

 Skrevet på vektorform blir løsningen, som er egenvektorsettet tilhørende 61  : 

  x = 0,
1

44


















ss

s

s
 

Egenvektorsettet som tilhører 12  : 

 



































11

44

121

415

21

45

2

2

2



 IA  

 Elementære rekkeoperasjoner på denne gir  

     








11

44
 

   ~
14

1
1 '

11

11 RR 








 

   ~ 
122 '00

11

RRR 








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 Her vil 2x  være en fri variabel, og vi setter  

tx 2  

Første rekke gir da  

021  xx  

 som gir  

  txx  21  

 Skrevet på vektorform blir løsningen, som er egenvektorsettet tilhørende 12  : 
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b) En lineærtransformasjon T: R
2

   R
2

 speiler vektorer om linjen 12 xx   som 

figuren nedenfor viser. Hva er transformasjonens egenverdier og tilhørende 

egenvektorsett? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Det som er karakteristisk for egenvektorer, er at de etter transformasjonen fortsatt vil 

peke langs den samme linja, men at de kan bli strukket eller krympet. Dette kan 

uttrykkes som Ax = λx hvor x er egenvektoren, A er transformasjonsmatrisen og λ 

uttrykker hvor mye vektoren blir strukket eller krympet ved transformasjonen.  

 

En vektor som peker langs speilingslinjen vil ikke endre seg når den speiles om linjen. 

Alle slike vektorer er derfor egenvektorer til lineærtransformasjonen. En 

retningsvektor for speilingslinja er  

 

r 









1

1
 

 

 Dette egenvektorsettet kan derfor uttrykkes som  

  

  v 

T(v) 
x2 = x1 

x1 

x2 
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Fordi disse vektorene hverken strekkes eller krympes ved speilingstransformasjonen 

må egenverdien som dette egenvektorsettet tilhører være 11  . 

 

Vektorer som står ortogonalt (vinkelrett) på speilingslinja vil også være egenvektorer 

til denne lineærtransformasjonen fordi de ved speiling vil bli snudd men vil fortsatt 

peke langs linja som er ortogonalt på speilingslinja. En retningsvektor for linja som er 

ortogonal på vår speilingslinje er  

 

 r 
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Dette egenvektorsettet kan derfor uttrykkes som  
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Fordi disse vektorene snus motsatt vei men hverken strekkes eller krympes ved 

speilingstransformasjonen må egenverdien som dette egenvektorsettet tilhører, være 

12  . 

 

 

Oppgave 6 

Finn verdien av følgende uegentlige integral dersom det konvergerer:  
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