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Oppgave 1
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= == Sinx

) 0,306 091215 2,12427 3 33363942 = Cosx
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Figuren viser grafene til sinus og cosinus. Finn arealet av det skraverte omradet. (Grafene
skjeerer hverandre i punktet x = %).

Arealet av det skraverte feltet blir

A= stin X dx +fcos x dx = [~ cos x]i +[sin x|z =
% 4

V2

—C0sZ —(—cos0) +sinZ —sinZ = —g+1+1—7 =2-

Ny

Oppgave 2
Los fglgende initialverdiproblem:

xy'=2y=x*  y@=6 x>0

Her ma vi farst ordne differensialligningen sa den kommer pa standard form. Dette gjor vi
ved a dele hele ligningen med x slik at y ' blir staende med koeffisient 1:

1 2 2
y ——Yy=X
X
Sa finner vi integrerende faktor ved farst & integrere faktoren foran y:
I—gdx =-2 J.ldx =-2Inx|
X X
Siden vi har fatt oppgitt at x > 0 vil |x| = x og vi kan skrive

—2InY=-2Inx=Inx
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Integrerende faktor (som ofte betegnes med den greske bokstaven p) blir da

Inx2 -2

Vi ganger differensialligningen med den integrerende faktor og far

X—2 . yl_X—Z -ZX_ly — X—2 . X2
x?y'—2xy =1

som gir
(x*y)'=1

Deretter integrerer vi begge sider:
j(x‘zy)' dx = Il dx

som gir
X?y=x+C

S& lgser vi med hensyn pa y ved & gange med x* og far
y=x>+Cx’
Til slutt ma vi finne konstanten C ved a benytte initialbetingelsen y (1) = 6:
6=1°+C-1°
som gir
C=5
Lesningen pa initialverdiproblemet blir falgelig
y = x° +5x°
Oppgave 3

a) Den laplacetransformerte til en funksjon f (t) er gitt ved:

1 1
F(8)=———
(s) s—2 s+1

Finn f (t), altsa den inverse laplacetransformasjonen til F(s).
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b)

Siden bade laplacetransformasjonen og den inverse laplacetransformasjonen er
lineeere, kan vi dele opp uttrykket over slik:

f(t)zﬁl[i—ij: £1(Lj_£1(ij
s-2 s+l s-2 s+1

Av tabellen i vedlegg 2 framgar det at L(e"“): L. Dette innebarer at
s—a

£7l (Lj:ezt Og L*l (i}zel
s—-2 s+1

f)y=e*—e™"

Folgelig er

Bruk laplacetransformasjon til & lgse falgende initialverdiproblem:
y'-y'-2y =35(t-2) y(0)=0, y'(0)=3
hvor &(t —2) er en enhetspuls (Diracs delta) ved t = 2.
Vi laplacetransformerer differensialligningen og far:
$?%Y —s-0-3—(sY -0)-2Y =3
som gir, nar vi flytter alt pa venstre side som ikke inneholder Y over pa hgyre side,
S%Y —sY —2Y =3¢ +3
Vi trekker Y ut som en felles faktor
(s -s—2)Y =3 +3
og lgser sa med hensyn pa Y:

-2s
v - 23e - 3
§°—-s—2 S§s°—s5-2

Vi ma sa se om vi kan delbrgkoppspalte. Vi faktoriserer farst nevneren:
s?—-s-2=0

gir
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(D J(-)?-4-1-(-2) 143
- 2.1 2

S

dvs.

s:ﬁzz v s=£=—l
2 2

Vi kan falgelig faktorisere nevneren slik: s> —s—2=(s—2)(s+1)

Sa gjer vi delbrgkoppspaltingen:

3 __A B
s?—-s5-2 s-2 s+1

Ganger med (s—2)(s+1) og far
3=A(s+1)+B(s-2)

Setter vi sa inns = 2 i dette uttrykket far vi:
3=A(2+1)+B(2-2)

dvs. A=1

Setter vi inns = -1 far vi:
3=A(-1+1)+B(-1-2)

dvs. B=-1

Vi kan falgelig delbrgkoppspalte slik

3. 1 1
s2-5-2 s-2 s+1

Dette er det samme uttrykket som vi inverstransformerte i oppgave a).

Vi kan na skrive uttrykket for Y som
yo Lt g 12 1 1
s—2 s+1 s—2 s+1

Vi bruker sa resultatet fra oppgave a) sammen med falgende som vi henter fra tabellen i
vedlegg 1:
L(yt-a)yut-a))=e™Y(s)

| vart tilfelle betyr dette at
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‘E—l(i e—25 ] — e2(t—2)u(t _ 2)
2
0g
] 1 -2s —(t-2)
L7 —e™ [=e " t-2)

s+1
Dette gir oss falgende lgsning pa initialverdiproblemet:

y(t) =’ Put-2)—e “Put-2)+e* e

Dersom vi gnsker kan vi omforme lgsningen slik:
Fort<2 (daeru(t—2)=0):
y(® =e” —e”
For t>2(daeru(t—2)=1):
y(t)=e*?.1-e P .14+e* - =
e?e’ —e e +e? —e ' =(1+et)e —(L+e?)e™

Lasningen da skrives slik

e2t _eft t< 2
y(t) = _4y 2t 2\ a-t
(I+e)e” —(L+e)e t>2

Oppgave 4
Gitt fglgende matrise:

0 3 -6 -14
A=|3 -7 8 -5
3 -9 12 9

a) Finn alle lgsninger av ligningssystemet Ax = 0.
Dette kan vi finne ved a gjegre elementaere rekkeoperasjoner pa koeffisientmatrisen
inntil den er pa redusert trappeform. Siden vi har et homogent ligningssystem trenger
vi ikke & dra med oss hgyresiden som jo alltid vil besta av bare 0-er, og trenger derfor
ikke & bruke totalmatrisen.

Vi bytter farst om pa rekke 1 og 3, og far:

ITD15013 Matematikk 1, andre deleksamen, mai 2014 - Igsningsforslag Side 6 av 13



-9 12 9
~ o ~4 -14| R,'=R,-R,
0 ~6 -14

1 -3 4 3

1 -3 4 3

1 -3 4 0] R'=R -3R,

1 0 -2 0] R'=R,+3R,
1 -20
0 0 1

l
o O

Na er koeffisientmatrisen pa redusert trappeform, og vi kan skrive ned lgsningen. Av
3. rekke ser vi at
X, =0
Variabelen x, er fri, og vi setter
Xs =S
2. rekke gir da
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b)

X, —2X%; =0

og falgelig

X, =2Xy =28
1. rekke gir

X, —2%X; =0
og falgelig

X, =2X; =28
Oppsummert:

Forklar hva som menes med at vektorer er linezrt avhengige eller uavhengige.
Vektorer er linezrt avhengige dersom en av dem kan skrives som en

lineerkombinasjon av de andre. | R? innebarer dette at vektorene har samme

eller motsatt retning (altsa at de peker langs samme linje). | R® innebarer det
at vektorene ligger i samme plan.
| motsatt fall er de linezert uavhengige.

Er kolonnevektorene i A linezrt uavhengige? Begrunn svaret.
Vektorene er ikke linezrt uavhengige. Altsa: de er linezrt avhengige.
Dette kan begrunnes pa to mater (som essensielt er den samme begrunnelsen):

1. Kolonnevektorene i A har tre komponenter og ligger derfor i R*. Fire
vektorer som bor i et tredimensjonalt rom kan ikke veere linegrt uavhengige,
da det er «en dimensjon for lite». Den siste vektoren har ikke noen ny
dimensjon a peke ut. Falgelig er vektorene linezrt avhengige.

2. Dersom kolonnevektorene i A er lineaert uavhengige betyr det at
lineeerkombinasjonen av dem er nullvektor kun dersom alle koeffisientene i
lineserkombinasjonen er null. En lineeerkombinasjon av kolonnevektorene i A
kan uttrykkes som Ax hvor x er vektoren av koeffisientene i
linezerkombinasjonen. Altsa: dersom Ax = 0 kun har den trivielle lgsningen er
kolonnevektorene i A lineart uavhengige. Som vi sa i oppgave a) hadde dette
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ligningssystemet ogsa ikke-trivielle lgsninger, og vektorene er derfor lineaert
avhengige.

c) Finn en basis for kolonnerommet og en basis for nullrommet til matrisen.

Matrisen pa redusert trappeform som vi fant i oppgave a) kan brukes til a finne en
basis for kolonnerommet. Matrisen var slik:

10 -20
01 -2 0
00 0 1

Vi ser at kolonne 1, 2 og 4 har ledende elementer, og disse tre kolonnene i matrise A
vil derfor danne en basis for kolonnerommet til A, altsa:

0 3 -14
3|, |-7|, | -5
3 -9 9

En basis for nullrommet til matrisen er gitt av lgsningen pa Ax = 0 som vi fant i a).
Pa vektorform var denne lgsningen

og en basis for nullrommet er derfor

2
2
1
0

d) For matrise A, finn
i)  dimensjonen til kolonnerommet
Dimensjonen til kolonnerommet er gitt ved antall vektorer i basisen. Her bestar
basisen av tre vektorer (dette fant vi i oppgave c), og dimensjonen til

kolonnerommet er fglgelig 3.
i)  rangen

Rangen til matrisen er lik dimensjonen til kolonnerommet. Falgelig er
rank A=3
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i) nulliteten
Nulliteten er dimensjonen til nullrommet. Vi sa at basis for nullrommet besto
av kun en vektor. Fglgelig er nulliteten til A lik 1.

Oppgave 5

a) Gitt falgende matrise.

5 4
A=
1 2
Finn matrisens egenverdier og de tilhgrende egenvektorsettene.
Egenverdiene og egenvektorene er de A og x som tilfredsstiller ligningen Ax = Ax som
kan omformes til (A—Al)-x=0.
Vi finner farst egenverdiene. Det er de som gir ikke-trivielle lgsninger av ligningen

(A—Al)-x =0, altsd de A som gjgr determinanten til koeffisientmatrisen lik 0.
Determinanten til koeffisientmatrisen er

det(A-an="" " "

—(6-2)(2-2)-4-1=

=10-51-24+ 2 4= -TA1+6

Vi finner sa hvilke som gjar denne lik O:

/1=—(—7)i1/(—7)2—4-1-6 _T7%5

2:1 2
som gir felgende egenverdier
7+5 7-5
4 2 = 9 =2 2 =

Egenvektorene er de x-vektorene som er lgsninger av ligningssystemet
(A=1)-x=0:

Egenvektorsettet som tilhgrer 4, =6:

5-4 4 5-6 4 -1 4
A=l = - =
1 2-4 1 2-6 1 -4
Lgsningen av ligningssystemet (A—Al)-x = 0 finner vi na ved elementzre

rekkeoperasjoner pa koeffisientmatrisen:
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-1 4
0 0| R/'=R,+R,

Mange vil foretrekke & ha matrisen pa redusert trappeform. I sa fall ma vi endre
fortegn pa ferste rekke (dette spiller strengt tatt ingen rolle):

1 -4] R'=(-DR,
o o)

Her vil x, veere en fri variabel, og vi setter
X, =S
Farste rekke gir da
X, —4x, =0
som gir
X, =4x, =4s
Skrevet pa vektorform blir lgsningen, som er egenvektorsettet tilhgrende 1, =6:

[

Egenvektorsettet som tilhgrer 4, =1:

5-1, 4 5-1 4 4 4

A-4,l = = =
1 2— 4, 1 2-1] |1 1

Elementere rekkeoperasjoner pa denne gir
(4 4
111
1 1] R'=1iR
11

11
0 0| R'=R,-R,
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Her vil x, veere en fri variabel, og vi setter
X, =t

Farste rekke gir da
X +X,=0

som gir
X, =—X, =—t

Skrevet pa vektorform blir lgsningen, som er egenvektorsettet tilhgrende A, =1:

L]

En lineeertransformasjon T: R?> — R? speiler vektorer om linjen X, = X, som

figuren nedenfor viser. Hva er transformasjonens egenverdier og tilhgrende
egenvektorsett?

X2
T(v) X2 =X

¢
P v

X1

Det som er karakteristisk for egenvektorer, er at de etter transformasjonen fortsatt vil
peke langs den samme linja, men at de kan bli strukket eller krympet. Dette kan
uttrykkes som Ax = Ax hvor x er egenvektoren, A er transformasjonsmatrisen og A
uttrykker hvor mye vektoren blir strukket eller krympet ved transformasjonen.

En vektor som peker langs speilingslinjen vil ikke endre seg nar den speiles om linjen.

Alle slike vektorer er derfor egenvektorer til lineartransformasjonen. En
retningsvektor for speilingslinja er

-

Dette egenvektorsettet kan derfor uttrykkes som
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w

{1
, =0
1

|

Fordi disse vektorene hverken strekkes eller krympes ved speilingstransformasjonen
ma egenverdien som dette egenvektorsettet tilharer veere A, =1 .

Vektorer som star ortogonalt (vinkelrett) pa speilingslinja vil ogsa vaere egenvektorer
til denne linegrtransformasjonen fordi de ved speiling vil bli snudd men vil fortsatt
peke langs linja som er ortogonalt pa speilingslinja. En retningsvektor for linja som er
ortogonal pa var speilingslinje er

r =
1
Dette egenvektorsettet kan derfor uttrykkes som

N
t , t#0
1

Fordi disse vektorene snus motsatt vei men hverken strekkes eller krympes ved
speilingstransformasjonen ma egenverdien som dette egenvektorsettet tilhgrer, vere

A, =-1.
Oppgave 6
Finn verdien av fglgende uegentlige integral dersom det konvergerer:
r%dx
4 X2
o 1 ] s 1 ] s _3 ) 34 ] _1
j —dx=Ilim| = dx=Ilim| x 2dx=Ilim|-2x 2" |, =-2lim |[x 2|, =
4 XE s—0 ¥4 XE s—0 J4 S0 S—w

] am( )2

ITD15013 Matematikk 1, andre deleksamen, mai 2014 - lgsningsforslag ~ Side 13 av 13



