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Oppgave 1
Figuren viser funksjonene e™ (bla kurve) og e* (red kurve).

3,5

2,5 /

—

0 0,25 0,5 0,75 1

Finn arealet av omradet som ligger mellom disse kurvene og er avgrenset av de vertikale
linjene x = 0 og x = 1 (altsa det skraverte omradet pa figuren).

Avrealet finner vi av falgende integral:

jol(eX —e‘X)dx = Eexdx—j:e‘xdx = [ex]z +[e‘x]t =

(el—e°)+(e‘l—e‘°):e—1+%—1=e+%—2z1.09

Oppgave 2

Finn verdien av fglgende uegentlige integral dersom det konvergerer: I:e‘zx

t
Jme‘zx —lim [ e ?dx =lim {—le‘zx} =
0 2

t—oo J0 t—w 0

Lim (e —e°)=—%(o—1) -

2 t—oo

o=
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Oppgave 3

Finn den generelle (allmenne) lgsningen av falgende differensialligning:

y'—3x%7Y =0
Vi forsgker a separere ligningen:

y'=3x%"Y |-’

eyd—y=3x2
dx

Ligningen er na separert og vi kan integrere begge sider med hensyn pa x:

Iey%dx=_[3x2dx

Ieydy= Iszdx
e’=x>+C
Vi lgser sd med hensyn pay ved a ta logaritmen:

y=|n(x3+C)

Oppgave 4
Finn lgsningen pa falgende initialverdiproblem:

y'+2y'+2y = 3x* — 2X, y(0)=16, y'(0)=-12

Vi lgser forst den tilharende homogene ligningen:
y'+2y'+2y =0

Denne gir opphav til fglgende karakteristiske ligning:
A +21+2=0

som har falgende lgsninger:

24422 -4.1.2 -2+4-8 -2+-4

A
2-1 2 2
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Dvs:
A =-1+io0g A, =-1-i
Lasningen av den tilhgrende homogene ligningen er falgelig

y, =e *(C,cos x+C, sin x)

Vi ma sa finne en partikular lgsning av den inhomogene ligningen. Hayre side er et
annengradspolynom, sa da ma vi forsgke med et generelt annengradspolynom:

y =K, x> + K. x+K,
som nar vi deriverer, gir
y'=2K,x+K;
0g
y'=2K,
Setter vi sa dette inn i diff.ligningen far vi
2K, +2- (2K, X + K, )+ 2- (K, X% + K x+ K, ) = 3x% — 2x
Ganger vi ut og lgser opp parentesene, far vi:
2K, + 4K, x+ 2K, + 2K, x? + 2K x + 2K, = 3x* — 2X

Vi sammenligner sa faktorene foran ledd av samme grad. Faktorene foran annengradsleddene
gir:

2K, =3
altsd

3
K, =—
22
Faktorene foran fgrstegradsleddene gir:

4K, + 2K, =-2
C o 3 . .
Settervisainnat K, = > far vi

2K, =-2-4K, :—2—4%:—2—6:—8

altsa
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K,=-4

Konstantleddene gir:
2K, +2K, +2K, =0
dvs.

3 5
Ko :_Kz_K1:_E_(_4):E

Vi har da funnet falgende partikulaerlgsning:
Y, = 2x* —4x+3

Den generelle lgsningen av differensialligningen er falgelig

Y=Y, +Y, =€ (C, cosx+C,sin x)+x* —4x+3

Vi ma til slutt bestemme konstantene C, og C, basert pa initialbetingelsene:

y(0) =16 gir
e’(C,cos0+C,sin0)+2-0°—4-0+5=16
Her ma vi bruke at e® =1, cos0=1 og sin 0 =0 og far da:
C,+3=16
dvs.
C,=16-5=2
Lagsningen sa langt blir
y=e*(Zcosx+C,sinXx)+3x>—4x+3

For & bruke den andre initialbetingelsen ma vi derivere dette uttrykket:

y'=(-e™)-(Zcosx+C, sin x)+e*(—Zsin x+C, cosx)+3x —4

Setter vi sa inn y'(0) =—12 inn i denne, far vi

(~e)-(Zcos0+C, sin 0)+e°(— Zsin 0+C, cos0)+3-0—4
som gir

_@4C,-4=-12
og falgelig

C,=-12+4+2 =1

Lasningen av initialverdiproblemet blir falgelig

—pX(21 11 gj 3 y? 5
y=e"(5cosx+3sin X)+3 X" —4x+3
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Oppgave 5
a) En linezrtransformasjon T: R? — R? er gitt ved

[t

-1
Finn bildet av vektoren v :[ 5 } under T.

Dette er gitt ved

el G

2-(-)+(-5)-2] [-2-10] [-12
{1-(—1)+(—4)-2}{ —1—8}_{—9}

b) Noen vektorer har den egenskap at de ikke endrer retning ved en transformasjon med
linezertransformasjonen T. Finn disse vektorene.

Disse vektorene som ikke endrer retning ved lineartransformasjonen, kalles
egenvektorene til transformasjonen, og er det samme som egenvektorene til matrisen

T. Vi finner disse ved farst a finne matrisens egenverdier. Egenverdiene er de 4 som
er lgsninger av ligningen det(T — A1) =0:

=0
1 -4-2

det(T — Al) :‘2_’1 S ‘
som gir

(2—A)(-4—-2)—(-5)-1=0
Som nar vi ganger ut parentesene gir

—8-21+42+A*+5=0
og altsa

A +24-3=0

Egenverdiene er derfor fglgende

/1_—2J_r,/22 —4.1-(-3) —2+4+12 -—2+4

2-1 2 2

dvs.
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_c244 2 g0, m2-4 -6
2 2 2 2

A

Egenvektorene som vi er ute etter a finne, er de x-vektorer som er ikke-trivielle lgsninger av

ligningssystemene
(T-A41)-x=0o0g (T-4,1)-x=0
Egenvektorsettet tilhgrende 4, =1:

Koeffisientmatrisen til det farste ligningssystemet er

LS IR

Lasningen av ligningssystemet (T -4 ) x = 0 finner vi na ved elementare rekkeoperasjoner

pa denne koeffisientmatrisen:

1 -5
1 -5

1 -5
0 0] R=R,-R,

Her vil da x, kunne veere en fri variabel, og vi setter
X, =S

Forste rekke gir da felgende ligning:
X, —95%, =0

som gir
X, =5X, =58

Skrevet pa vektorform blir denne lgsningen:

[

Egenvektorsettet tilhgrende 4, = -3:

Koeffisientmatrisen til det andre ligningssystemet er
2—(-3 -5 5 -5
e

1 —4-(-3)] |1 -1

Matematikk 1, andre deleksamen, ny og utsatt, januar 2015

Side 7 av 16



Lasningen av ligningssystemet (T —/12I)-x = 0 finner vi na ved elementare rekkeoperasjoner
pa denne koeffisientmatrisen:

5 —5]
_1 _1_
1 -1] R'=R,
5 -5| R'=R,

1 —
0| R,’=R,-5R,

o

Vi setter x, som fri variabel:
X, =t

Farste rekke gir da felgende ligning:
X —X, =0

som gir

X =X, =t

Skrevet pa vektorform blir denne lgsningen:

SR

De sgkte vektorene som ikke endrer retning under transformasjonen T er altsa egenvektorene

5 1
X= SL] o9 y7,= tm for alle verdier av s og t forskjellig fra 0.

Oppgave 6
Gitt fglgende matrise:

1

2
A:
1
1

N O N W
o W w
0 = ©O© b

a) Vis ved elementeere rekkeoperasjoner at den reduserte trappeformen til denne matrisen er
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O O O -

o O~ O
[
o O O

og finn sa alle lgsninger x av ligningssystemet Ax = 0, hvor

Xy

X,
X3

4

og 0=

o O O o

Vi gjer gausseliminasjon pa koeffisientmatrisen ved hjelp av elementeere rekkeoperasjoner:

31 4

7 39

5 3 1

2 0 8

3 1 4

1 1 1| R/'=R,-2R
2 2 -3| R'=R,-R
-1 -1 4| R,/=R,—-R
31 4]

11 1

0 0 -5/ R/'=R,-2R,
0 0 5| R/'=R,+R,
31 4]

11 1

0 0 -5

0 0 0| R'=R,+R,
31 4

111

001 Rg':—lRS
000 >
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b)

1 3 1 0] R'=R —4R,
011 0| R'=R,-R,
“lo oo 1

0000

1 0 -2 0] R'=R -3R,
01 1 0
“loo o0 1

00 0 0

som er lik den i oppgaven oppgitte matrisen.
Sa til lgsningen av ligningssystemet Ax = 0:

4. rekke i matrisen gir ingen informasjon.
3. rekke i matrisen representerer ligningen x, =0.

Av 2. rekke ser vi at x, kan velges som fri variabel, og vi setter derfor x, =s.
Videre har vi fra 2. rekke: x, + X, =0 som gir X, =—X, =-S.

1. rekke gir: x, —2x; =0 dvs: X, =2X; = 2s.

Oppsummert:

2s 2

-5 -1
X = =S

S 1

0 0

Finn en basis for rekkerommet og en basis for nullrommet til matrisen.
Dette kan se direkte av matrisen pa redusert trappeform som vi fant i spgrsmal a):

-2

O O O B+
o O +—» O
o O O
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Her ser vi at rekke som ikke er lik O vil vaere en basisvektor for rekkerommet til A.
Her er dette rekke 1, 2 og 3, og en basis for rekkerommet vil fglgelig veere disse:

R O O O

Basis for nullrommet til A far vi direkte fra lgsningen av ligningssystemet Ax = 0. Vi
fant at lgsningen er

En basis for nullrommet er derfor

2
-1

1
0

c) For matrise A, finn
1) rangen

Rangen er lik dimensjonen til rekkerommet, altsa 3.

i) dimensjonen til kolonnerommet
Dimensjonen til kolonnerommet er lik dimensjonen til rekkerommet, altsa 3.

i) nulliteten
Nulliteten er dimensjonen til nullrommet. Som vi sa i spgrsmal b) er dette 1.
Vi kan ogsa finne nulliteten ved hjelp av det sakalte rangteoremet som sier at
rangen pluss nulliteten til en matrise er lik antall kolonner i matrisen. Siden
antall kolonner er 4 og rangen er 3, ma nulliteten da veere 1.

Oppgave 7
En ball slippes fra to meters hgyde mot et gulv. Ballen spretter opp til en hgyde somer 2 av

hayden den slippes fra, fgr den igjen faller mot gulvet og spretter pa ny opp til 2 av hgyden

den faller fra, osv.

Finn den totale vertikale distansen ballen tilbakelegger far den ligger i ro pa gulvet.

(Vi ser bort fra fysiske begrensninger som for eksempel luftmotstand og det litt problematiske
i at ballen matematisk sett spretter uendelig mange ganger far den ligger i ro i forhold til
gulvet.)
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Ballen faller fgrst 2 m.
Deretter spretter den opp %-2 m, og faller denne distansen ned til bakken igjen, totalt

2~§-2 m.
4
3

2
) -2 m og faller ned den samme distansen, totalt

o 3
Sa spretter denopp ==-2 =
p pp 42 (

2
Z(EJ -2 m.
4
Den totale distansen blir derfor
1 2 3 n
2+ 2. E 2+ 2. E 2+ 2. E 244+ 2. § 4=
4 4 4 4

2+4.@1+4.@2+4.(§j+...+4.@”+..

Dersom ser bort fra det farste leddet, ser vi at dette er en geometrisk rekke med a=4-—=3

og k= 3 . Summen av en geometrisk rekke er

Total vertikal distanse blir fglgelig

12+2=14m.

Oppgave 8
Finn taylorpolynomet av grad 3 om a = 0 for funksjonen

f(x)=+v1-x

Generelt er taylorpolynomet av grad 3 om punktet x = a gitt ved
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PR(x)=f(a)+ f'(a)-(x—a)+ ()(x a)’ + (3)()(x a)®

Omkring a = 0 blir denne forenklet til

Pu)_fmy+fw)x+f;® LA RN

3

Vi mé finne disse leddene. Vi finner:

f(0)=+v1-0=+1=1
TR PIS SO P
f(X)—2(1 x) 2-(-1) 2(1 X)

f(@:—%a—m2=—%

() ——%-(——ja 0t y-ta-n:

f%@:%a—m3=%

Y - A PR SN PR
f (X)—4( 2](1 X) (-1 8(1 X)

3 23
fw%®=—§a—®2=—§

Det sgkte taylorpolynomet blir derfor

1 1 -3
P(X)=1-=-x+2.x"+-2.x* =
2 2! 3
x x* x°
__+___
2 8 16

Oppgave 9
Tegn grafen og finn deretter fourierrekken til falgende periodiske funksjon med periode 2 :
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0 -7<x<0
f(x)=
1 O0<x<rx

| .

—T e 21 3n

Nar perioden er 2z vil parameteren L som inngar i fourierintegralene og som er lik halve

perioden, veere L = 27” =7.

Vi ma sa regne ut fourierkoeffisientene:

a, = % [ £(x) dx =1U_°ﬁo dx+ (1 dx)

T

Her har jeg delt opp integralet i to deler siden funksjonen har delt forskrift og er 0 i den farste
halvperioden (mellom — 7 og 0) og 1 i den andre halvperioden (mellom 0 og 7).

Integralet av O er alltid 0, uansett integrasjonsgrenser.

Vi far derfor:
1 ¢ 1r . 1
ao =;J.01dX=;[X]0=;-(7r—O)=l

Videre har ma vi regne ut faktorene foran cosinus-leddene. Igjen kan vi ngye oss med a
integrere mellom 0 og = siden funksjonen er 0 mellom — 7z og 0:

1 L nrz — 1 i nz —
a, =7 L f () cos(x) dx=— jo 1-cos(2= x) dx =
1 r cos(nx) dx = L [sin(nx) 7 = L (sin(nz) —sin 0) =
0 nzx nrz

=isin(n7z) =0
nz

Den siste likheten far vi fordi sin(nz) =0 uansett hva ner. Alle a, er altsa 0, og vi far derfor
ingen cosinus-ledd i fourierrekken.

Vi ma sa regne ut faktorene foran sinus-leddene:
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1 L H nz — 1 7 i _
b, = = j_L f (x) - sin( 2z x) dx jo sin(nx) dx =

T

_ 1 [cos(nx)]; = —i(cos(mr) —cos0)=
nz Nz
—i(cos(mz)—l):
Nz

1 .1
AR

a-co)

Den nest siste overgangen kan vi gjere fordi cos(nz) er 1 nar n er et partall og —1 nar n er et

oddetall (for eksempel er cos 7 =—1 og cos 2z =1). Husk ogsa at n begynner pa 1 og ikke pa
0, slik at det er uproblematisk & ha n i nevneren.

Dette gir

b, = 1(1—(—1)1)=£(1+1) _2
T T T

1 AL
bzzﬂ(l—(—l) )= 5-(1-0=0

1 s\ 1 _2
bszg(l—(—l) )_37[(1+1) -

1 a1
b4=E(1—(—1) )_47[(1 1) =0

1 s\_ 1 _2
b, =§(1—(—1) )_57[ A+ =

Fourierrekken til denne funksjonen blir falgelig

f(x)~%ao+ibn sin( 2= x) =
1

-sin(nNx) +--- =

2-(1-(-1)")
Nz

1+gsin x+£sin(3x) +£sin(5x) 4+t
2 37 o

1 2(. 1. 1. 1.
—+—| sin x+—5|n3x+gsm5x+-~-+—5|n nX+-- | =
n

%+1§:1_(r:1)n sin(nx) =
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1 23

—+— in((2k -1
2+7Tk:1 2k_1S|n(( )X)

Det er valgfritt om vi skriver svaret som det nest siste eller siste uttrykket. I det siste uttrykket
bruker vi k istedenfor n for & fa et enklere uttrykk.
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