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OPPGAVE 1

a) Forklar kortfattet hva den deriverte av en funksjon uttrykker.

Den deriverte gir stigningstallet til tangenten til funksjonens graf i ett punkt, eller i ethvert
punkt dersom vi har et funksjonsuttrykk for den deriverte.

b) Nedenfor er grafene til to funksjoner, f(x) og g(x), tegnet. Den ene funksjonen er den de-
riverte av den andre.

Forklar og begrunn hvilken av disse funksjonene som er den deriverte av den andre.

Vi vet at den deriverte er null i grafens topp- og bunnpunkter. Det enkleste er derfor 4 sjekke
om en av funksjonene krysser x-aksen der den andre har ekstremalpunkter. Vi ser at g(x)
krysser x-aksen nettopp der f(x) har sine ekstremalverdier (omkring 1.6 og 4.7). Vi ser at
det motsatt ikke er tilfelle. Vi kan derfor konkludere med at g(x) er den deriverte av f(x),
altsa at
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Dersom noen lurer pa hvilke funksjoner jeg har benyttet her, kan jeg rope at det er f(x) =
e’ og g(x) = e *cos x.

OPPGAVE 2

Deriver folgende funksjon:
f(x) =sin® x-cos® x

Her ma vi bruke produktregelen for derivasjon, som lyder

(wv) =u'v+uv/
I tillegg ma vi bruke kjerneregelen. Denne gir at
(sin® x)’ = 2sinx- (sinx)’ = 2sinx-cos x
0g
(cos2 x) =2cosx-(cosx) =2cosx-(—sinx) = —2cosx-sinx
Vi far da
flx) = 2sinx-cosx-cos® X +sin® x- (—2cos x-sinx) =

3

2sinx-cos X—ZSiH3X'COSXZ

2sinx-cosx- (0032 x —sin® x)
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OPPGAVE 3

Gitt folgende vektorer i det euklidske rommet R3:
v=—i+3j-k

w=2i-j+2k

a) Undersok om vektorene v og w er ortogonale (altsa om de star vinkelrett pd hverandre).

Dette kan vi underseke ved a regne ut skalarproduktet (prikkproduktet). Vektorene ortog-
onale hvis og bare hvis skalarproduktet er 0.

vow=(-1)-2+3-(-1)+(-1)-2=-2-3-2=-7

Vi ser at skalarproduktet er forskjellig fra 0, og vi kan derfor konkludere:

Vektorene er ikke ortogonale.

b) Finn vektorenu=v x w.

U=V X W=
3 -1 . |-1 -1 . |1 B
’—1 2 ’_‘2 2'” 2 —1"’“‘

B-2-(-D-(-1)i-((-1)-2-(-1-2)j+(-D(-1D-3-2)k =

6-1)i—(-2+2)j+(1-6)k=

1
=~

i-5

OPPGAVE 4

Bruk linecer approksimasjon av funksjonen f(x) = 3/x omkring a = 8 til é finne en tilncermet

verdi for v/8.12.

Tips: Husk at v/8 = 2.
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Linear approksimasjon er gitt ved
fla+Aa)= f(a)+ f(a)-Aa

Vi benytter her lineser approksimasjon omkring a = 8. Da er Aa=0.12.
Vi mi derivere funksjonen. For lettere & gjore dette, skriver vi den som f(x) = {/x = x3. Vi
farda

X

wlw
win

/ 1 1 -1 1 L
’ = =X3 = =X3

W=

Vi kan nd regne ut verdien:

V8.12= f(8+0.12) =
f®)+f'(8-0.12=

VB+1.875.012=

OPPGAVE 5

Gitt det komplekse tallet

2n

z=23e3

a) Tegn tallet z i det komplekse planet.

Tallet har modulus (lengde) 3 og argument (vinkel) %” Denne vinkelen tilsvarer 120°.
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b) Skriv z pd rektangulcer form (ogsa kalt kartesisk form).

Eulers formel e’? = cos ¢ + i sin ¢, gir

2_7Il 27[ .. 27‘[
z=3e3"=3|cos— +isin—
3 3

Cosinus- og sinusverdien til %” finner vi i vedlegget. Disse er henholdsvis —% og @ Vi far
derfor

OPPGAVE 6
En kurve i planet er definert ved folgende ligning:
X y3 - x3 y=6
a) Vis at punktet (1,2) ligger pa kurven.

Dette viser vi ved & sette inn x = 1 og y = 2 pa venstre side i ligningen, og vise at det gir en
venstreside som blir lik heyre side. Vi setter inn tallene, og far:

1-22-1%.2=1.8-1-2=8-2=6

Vi ser at venstre side blir lik hoyre side. Koordinatene til punktet oppfyller altsé ligningen,
og punktet ligger folgelig pa kurven.

b) Finn ligningen for tangenten til kurven i dette punktet.
Her ma vi foreta en implisitt derivasjon for a finne helningen til tangenten i punktet. Nar
vi deriverer ma vi huske & bruke produktregelen, siden begge ledd pd venstre side bestar av

flere faktorer. Vi far
1-y°+x-3y%y = (3x* - y+x*-y) =0
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som gir
¥ +3xy%y -3x%y-x*y' =0
Vi flytter alt som ikke inneholder y’ over pa hayre side:
3xy*y =y =3x"y -y’
y' er na felles faktor i begge ledd pa venstre side, sé vi kan ta den pa utsiden av en parentes:
(Bxy* =)y =3x"y -y’
Sa deler vi pa begge sider med uttrykket i parentes:

) _3x%y-y
3xy%2—x3

Vi har nd et uttrykk for den deriverte, og kan da finne stigningstallet til tangenten i punktet
vart:

3-12.2-2° 6-8 2

3-1-22-13  12-1 _11

y'(1,2) =

Vi kan sa bruke topunktsformelen y — yy = a(x — xp) for & finne ligningen til tangenten. Her
erxo=1,y=20ga= —%.Vifé’lrda

__2
y-2=-17(x-1)

som gir

og altsa

OPPGAVE 7

Bestem folgende grenseverdi:

. (1 1 )
lim|—-
x—0\x e¥—-1

Her ser vi at bdde den forste og den andre broken gar mot uendelig nér x gar mot 0. Vi har
altsa et oo — oo-uttrykk. Et slikt uttrykk kan vi ikke bruke 'Hopitals regel pa. For at vi skal
kunne bruke I'Hopitals regel, ma vi ha et uttrykk pa formen % eller 2.
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Vi kan forsoke a sla sammen breokene slik at vi muligens far et uttrykk vi kan bruke I’'Hoptials

regel pa:
1 1 1 e*-1 1 x e'-1-x

x e*-1 x e*—-1 e*-1 x_x(ex—l)

. ° . o 0 .
Vi ser nd at vi far et §-uttrykk:

, (ex—l—x)_eo—l—o__l—l—O_O
=0\ x(e*—1)) 0-(e°-1) 0-(1-1) 0
Pa et slikt uttrykk kan vi bruke I'Hopitals regel. Vi deriverer teller og nevner hver for seg, og
far

Co(ef=1—-x\ w .. e¥ -1 . e¥ -1
lim|{—— ] = lim = lim|— | =
x—0\ x(e*—-1) x—0\1-(e*—-1)+ xe* x—0\e* -1+ xe*

-1 1-1 0
—1+0-¢° 1-1+0 0

Vi far altsd pa nytt et %—uttrykk, og vi kan bruke I'Hopitals regel en gang til:

e*+0
e*+0+1-e*+x-e*

. e*—1 I'H .
lim(———— ] = lim
x—0\e* -1+ xe* x—0

e~ )_ e’ 1
205+ xe*| 2e0+0-e0 2-1+0

. 1
lim —
x—0 ;

OPPGAVE 8

Gitt en funksjon av to variable:
fx,y) =sin(xy)

Finn de partiellderiverte av forste og annen orden til f(x, y).

Her ma vi betrakte sin u som ytre funksjon, og u = xy som kjerne. Vi ma bruke kjernerege-
len nar vi deriverer. Vi far:
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fx=ycos(xy)
fy=xcos(xy)
fex==y’sin(xy)
fyy = —*sin(xy)

Jxy=1-cos(xy) +y-(=sin(xy)) - x = cos(xy) — xysin(xy)

fyx=1-cos(xy) + x-(=sin(xy)) -y = cos(xy) — xysin(xy)

OPPGAVE 9
Regn ut folgende integral:
f(2+3x—sin5x+ §+ E) dx

x x2

Vi skriver om brokene i integranden for a gjore det enklere & se hva de antideriverte er:

J

3 2
2+3x—sin5x+—+—2) clx:f(2+3x—sin5x+3x_1 +2x7%)dx =
x X

2x+3x*+ Lcos5x+3In|x|+ —2x 2+ C=

2x+%x2+ %0055x+31n|x| —2x'+C
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OPPGAVE 10

_9,X
fex~e 2¢" dx

Regn ut folgende integral:

Vi forsgker oss med substitusjonen

u=-2e*
Dette gir

% =-2e"
og folgelig

dx=—5 du

Setter vi inn dette i integralet, far vi

e*-e _ du
2e*

Vi kan né forkorte e*, og far forenklet integralet til

1
—zfe” du

som gir
1 u
—ze +C
Tilbakesubstituerer vi nd u = —2e* , far vi
_9,X
——é e 2 1+ C
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OPPGAVE 11

Regn ut folgende integral:

3x2+2x+4
(==

x3+4x

Her ma vi forsoke & delbrekoppspalte. Nevneren kan faktoriseres slik: x> +4x = x(x? + 4).
x* + 4 har ingen reelle rotter. Delbrokoppspaltingen ma folgelig gjores slik:

&ﬁ+2x+4_,4+3x+c
¥+4x  x x%+4

Vi ganger begge sider med x(x? +4) og far
3x* +2x+4=A(x* +4) + (Bx + C)x

Vi setter inn noen verdier for x for & bestemme konstantene A, B og C.
x=0gir
3-02+2-0+4=A0°+4)+(B-0+C)-0

4=4A
A=1
x=1gir
3:-1242-1+4=1-1>+4)+(B-1+0)-1
3+2+4=5+B+C
B=4-C
x=-1gir

3-(-1D?+2- (D +4=1-(-1)*+4)+(B-(-1)+ CO) - (-1
3-2+4=5+B-C
0=B-C

Vi setter sd inn B =4 — C som vi fant ovenfor, og far

0=4-C-C
2C=4
Cc=2

som igjen gir
B=4-C=4-2=2

Delbrokoppspaltingen blir alts&

3x*+2x+4 1 2x+2

-y
x3+4x x x2+4
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Vi kan na integrere:

3x2+2x+4 1 2x+2 2x+2
[ e [(La22) gon [ L [222
x3+4x X x2+4

1 2x 2
f— dx+f +f dx
X x2+4 x24+4

Vi tar for oss disse tre integralene hver for seg.
Det forste er rett frem:

1
f— dx=In|x|+ C;
X i B §

2x

Det andre integralet, [ —7,7 dx, kanvilese ved hjelp av substitusjonen

u=x*+4.

Denne substitusjonen gir

du _
e =2x
og folgelig
dx = %du

Setter vi inn dette, far vi

1
f 5 f— —du= f—du:1n|u|+C2:1n|x2+4|+C2:
X +4 u

In(x®>+4)+C,

Den siste likheten her, skyldes at x? + 4 er positivt for alle reelle x.

Det siste integralet finner vi ved 4 trikse med integranden slik at vi far et uttrykk hvor vi kan
bruke regelen [ dx =arctanx + C:

2 2 1 1
x*+4 4(3x2+1) 2J (3x2+1

(2

1
x2+1
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Vi kan sa gjore substitusjonen

u= %x
som gir
og folgelig

dx=2du

Vi setter inn dette, og far

1 1 1 1
—fl—dx:—f 5 -2du=arctanu+ Cs =
2) dxnz+1 2) ur+1

X
arctan 2 +Cj

Alti alt far vi derfor

f3x2+2x+4

9 X
dx=In|x|+1In(x“+4)+arctan— + C
x3+4x 2
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