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OPPGAVE 1
En trekant ABC i det euklidske rommet R® er definert ved folgende hjorner:
A(0,2,-1)
B(-1,0,3) og
C@3,4,1).

Bestem vinkel A i denne trekanten.
Oppgi svaret bade i grader og radianer.

Vinkel A er vinkelen mellom vektorene AB og AC. Vikan finne denne ved hjelp av skalarpro-
dukt: o
AB-AC =|AB|-|AC|-cos A
som gir
AB-AC

COSA= ———
|AB|-|AC|
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Vi ma finne de to vektorene AB og AC:

AB=(-1-0)i+0-2)j+B—(~1)k=—i—2j+4k
AC=(B-0)i+@A-2)j+(1—-(~1)k=3i+2j+2k
Skalarproduktet av disse vektorene er
AB-AC=(-1)-3+(~2)-2+4-2=-3-4+8=1

Lengdene av vektorene er

IEI =V(=1)2+(-2)2+42=V1+4+ 16:@

IAC| = V/32+22422 =9 +4+4= 17

Vinkelen er folgelig gitt ved

1
COSA= —
v21-v17
som gir
1
A =arccos ————— =86.97°
V21-v17
I radianer:
86.97°
= -mr=1.5178
180°
OPPGAVE 2

a) Skriv folgende komplekse tall pd rektangulcer form, altsa pd formen a + bi:

w=2+10)?

w=02+0)’=Q+D)Q2+0)=4+2i+2i+i°=4+4i—1=3+4i

b) Finn realdel og imagincerdel til folgende komplekse tall:

2—-3i
2= ——
(2+1)2
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Vi vet fra spersmal a at (2 + i)? = 3 +4i. z kan altsa skrives slik:

2—-3i 2-3i
= 5 = ;
(2+1i)2 3+4i

Vi ganger i teller og nevner med den komplekskonjugerte av nevneren, og far:

_2-3i 3-4i 6-8i-9i+12i* 6-17i—-12 —-6-17i

z= . = = =
3+4i 3-4i 32 442 9+16 25
6 17 .
—— =1
25 25
Folgelig har vi:
6
Re(z) = ——
25
og
Im(2) 17
z)=——
25
OPPGAVE 3

En kurve i planet er definert ved folgende ligning:

T=x+3

x? y3 +ye
a) Vis at punktet (0, 3) ligger pa kurven.
Vi setter inn x = 0 og y = 3 iligningen og sjekker om venstre side er lik hoyre side.
Venstre side: 02-33+3¢%=0+3-1=3
Hoyre side: 0+3 =3
Vi ser at venstre side er lik hoyre side. Punktet ligger folgelig pa kurven.

b) Finn ligningen for tangenten til kurven i dette punktet.
Vi ma utfore en implisitt derivasjon:

2x- Y+ x*-3y% Yy +y e T ye - (-1)=1+0
Vi flytter alt som ikke inneholder y’ over pé hayre side:

2/ X

3x°y*y +y'e”

X

= 1—2xy3+ye_

Vi trekker y’ pa utsiden av en parentes:
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X

Bx*y*+e Ny =1-2xy> +ye~
Vi deler pa begge sider av likhetstegnet med uttrykket i parentesen for & finne et uttrykk for
v

,1-2xy3+ye™™
3x2y2+e ¥

Vi setter sd inn x = 0 og y = 3 i dette uttrykket for a finne stigningstallet til tangenten i dette
punktet:

,(03)_1—2-0-33+3e_0_1—0+3_4_4
YOm0t e T 0wl 1

Vi kan sé bruke ettpunktsformelen for & finne ligningen for tangenten i punktet:

Y= Yo =alx—xo)
y—=3=4(x-0)

som gir
y=4x+3

OPPGAVE 4

Bestem folgende grenseverdi dersom den eksisterer. Grenseverdien skal bestemmes ved a bruke
I'Hopitals regel - ikke ved d regne ut pa kalkulator.

2% -1
lim 5 2
x—--1x4—1
Vi ser at dersom x = —1 blir telleren 271 — % = % - % = 0. Nevneren blir (-1)2-1=1-1=0.

Vi far altsa et %—uttrykk, og kan bruke 'Hépitals regel:

po 27e w252 27hin2_ p-ln2
x—-1x2—1  x—-1 2x  2-(-1) -2

1
—Zln2 ~—0.1733
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OPPGAVE 5

Gitt en funksjon av to variable:
fl,y)=e

Finn de partiellderiverte av forste og annen orden til f (x, y).

0
fr= exy,a(xy) =ye?

0
fry = a—(yexy) =1l-eV+y-eV-x=1+xp)e” = fix
y o ——

fyy = aiuexy) _ 26"
Yy

OPPGAVE 6

Deriver funksjonen
f=x"*
Tips: benytt logaritmisk derivasjon.
Vi tar forst logaritmen pa begge sider av uttrykket, og far
Inf(x)=In xV*
Sd benytter vi at In xV* = \/x-In x for & skrive om hoyre side, og far altsa
Inf(x)=vx-Inx

Vi ma sa derivere begge sider av uttrykket.
1 1 1
Husk da at v/x = xZ, slik at den deriverte blir (vx)' = 3x27! = Jx7z.

Vi mé ogsa bruke regelen for derivasjon av et produkt pa heyre side: (uv)' = u'v+ uv'.

Bruker vi dette finner vi

N|—

_1
X 2-lnx+x

1 , _1
m'f(x)—z
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Vi forenkler hoyre side:

1 1

_1 _1 1 o, 1 1.4
Ex 2. lInx+x x 2-Inx+x2-x :Ex 2. lnx+x27" =

No|—=

DN~

1

X
-1 -1 1l 1 (1

—x 2:Inx+x2=x2(-Inx+1|=—(zInx+1

2 2 X2 2

1

-l(lnx+2) = Inx+2
x 2 2V/x
Dvs.

1
o

3 Inx+2

fl(x)= NG

For & finne f’(x) méa vi nd gange begge sider av dette uttrykket med f(x), og vi far da

, _lnx+2. _Inx+2 s
fx)= W fx)= e X
OPPGAVE 7

Regn ut folgende integral:

2 1
2x3 +cos3x— =+ —+e*|dx
x x3

J

2 2 1 1 1
f(Zx?’ +c0s3x——+x3+ e3x) dx=>x"+=sin3x-2In|x|+ —x*+-e*+C=
b 4 3 2 3

1 1 1 1
—x*+ Zsin3x-2In|x|- — + -3+ C
2 3 2x2 3
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OPPGAVE 8
Regn ut folgende integral:
f 8x3e " dx

Her ser vi at x> er den deriverte av kjernen pé en faktor naer dersom vi velger u = —x* som
kjerne (det gér like bra 4 velge x* som kjerne). Vi kan derfor bruke substitusjonen

U=-x
som gir
du C 4y
dx
dvs. )
dx=-—=du
4x3

Bruker vi dette i integralet, far vi

f8xge”-(—%) du:—gfe” du=-2e*+C=

OPPGAVE 9

Regn ut folgende integral:

f(Zx2 —x+3)sinx dx

Her kan vi bruke delvis integrasjon. Vi kan skrive regelen for delvis integrasjon slik:

fu’v dx = uv—fuv' dx

u' =sinx

Vi velger

08
v=2x>-x+3
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som gir
U=-—Ccosx

08
vV =4x-1

Vi far da

f(2x2—x+3)sinx dx = (2x2—x+3)(—cosx)—f(4x—1)(—cosx) dx =

—(2x2—x+3)cosx+f(4x— 1)cosx dx

Her ma vi igjen bruke delvis integrasjon pa det siste integralet. Vi velger

u' =cosx

0g
v=4x-1
som gir
u=sinx
08
V=4
Vi far da

f(4x—1)cosx dx:(4x—1)sinx—f4sinx dx =

(4x-1)sinx—4(—cosx)+Cy =
4x—-1)sinx+4cosx+ C;

Losningen blir folgelig

f(sz—x+3)sinx dx = —(2x2—x+3)cosx+ (4x—-1)sinx+4cosx+C

Da gjenstar det bare & legge sammen to cosinus-ledd: Vi ser at vi har —3cos x i det forste
leddet og 4 cos x i det siste leddet for C. Slar vi disse sammen, kan vi skrive losningen

f(2x2—x+3)sinx dx =

(—2x2 +x+1)cosx+ (4x—1)sinx+ C
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OPPGAVE 10

Gitt en kontinuerlig funksjon f(x) som er definert pd intervallet Dy = (0,4]. Funksjonen er
ukjent, men vi kjenner grafen til funksjonens deriverte, altsa grafen til f'(x). Denne grafen
er vist i figuren nedenfor.

4

A

1-\/ £/
—
el a0

a) Tegn en skisse av f(x) basert pa grafen til f'(x). Anta at f(0) = 0.
Grafen blir seende ut omtrent som dette:

b4
A
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Det er ikke viktig at kandidaten treffer de eksakte verdiene med sin skisse av grafen, men at
grafen stiger og avtar der den skal, at den har sitt maksimum for x = 2 og sine minima for
x =0 o0g x =4, samt at den er rettlinjet i intervallene [0, 1] og [2,3] og parabolsk (eller i hvert
fall litt krum) i intervallene [1,2] og [3,4].

b) Tegn en skisse av " (x).

y
{
2T /f”(x)
1__ ——
. s 4
1 L
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