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Oppgave 1
Gitt falgende vektorer i R3:

v=i+3j-2k
w=—i+j+k
a) Undersgk om vektorene er ortogonale (altsa om de star vinkelrett pa hverandre).
At vektorene er ortogonale er ekvivalent med at skalarproduktet (prikkproduktet)
mellom dem er 0. Vi sjekker derfor dette:
v-w=1-(-1)+3-1+(-2)-1=-1+3-2=0
Vi ser at skalarproduktet er 0. Dette innebeerer at vektorene er ortogonale.

b) Finnv xw.

i j ok
1;23—2i1—2_13k
X W = AR - + =
VW 1 I R ]
11 1

(B 1-(2:1) i-(11-(2) (1) j+(@ 1-( (1) k=
B3+2) i-(1-2)-j+(1+3)-k=

S5i+]+4K

Oppgave 2

Gitt det komplekse tallet z = %

Finn realdelen og imagineardelen til dette tallet.

Vi ma gjare om dette tallet slik at det kommer pa formen a + bi for & vite hva realdelen og
imaginaerdelen er. Vi gjer dette ved & multiplisere teller og nevner med den
komplekskonjugerte av nevneren:

5 5 1+2i 5(1+2i) 5+10i 5 10. .
- = —- - = > 3 = :—+—|:]L2|
1-21 1-21 1+21 1°+2 1+4 5 5

Folgelig:

Re[zl=1 og Im[z]=2
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Oppgave 3
Falgende ligning beskriver en kurve i planet:

Iny+xy*—e*=-1
Vis at punktet (0, 1) ligger pa kurven, og finn ligningen til kurvens tangent i dette punktet.

At punktet ligger pa kurven, kan vi vise ved a sette inn x =0 og y = 1 i ligningen og se at
venstre side blir lik hgyre side. Venstre side blir

IN1+0°.1*—e®=0+0-1=—-1
Vi ser at venstre side er lik hgyre side, og punktet ligger derfor pa kurven.

Vi finner stigningstallet til tangenten ved & finne den deriverte i dette punktet. Vi deriverer
implisitt, og far

%-y'+3x2y2+x3-2y-y'—eX=0

Vi flytter sa alle ledd som ikke inneholder y’ over pa hgyre side og setter y* utenfor parentes
pa venstre side:

(1 + 2x3yjy' =" —3x%y’
y

Sa dividerer vi pa begge sider med uttrykket som star i parentes, og far derved fglgende
uttrykk for y

_e —3x%y?

£+2x3y

Vi kan na finne stigningstallet til tangenten i punktet (0, 1) ved d setteinnx=0o0gy =11
dette uttrykket:

e°~3.02.1° 1-0

y' (O’ l) = = 1
Stigningstallet til tangenten er altsa 1.

Vi kan sa benytte ettpunktsformelen for a finne ligningen til tangenten, med (0, 1) som kjent
punkt og a = 1 som stigningstall:

y—-1=1.(x-0)

Matematikk 1, farste deleksamen, desember 2015, lgsningsforslag Side 3av 10



Ordner vi dette uttrykket, far vi falgende uttrykk for ligningen til tangenten:

y=x+1

Oppgave 4
Gitt funksjonen

X

xe
e* -1

f(x)=
Finn grenseverdien Iim0 f(x).

Hvis vi setter inn x = 0 i funksjonen, ser vi at vi far

0¢" _ 0 _0
1 0

@D
[S)
|
[EEN
[EY

Vi far altsa et ubestemt uttrykk, og vi ma benytte 1’HOpitals regel og derivere teller og nevner
for & finne grenseverdien. Husk at vi ma bruke produktregelen nar vi deriverer telleren:

X

G . 1l-e*+x-e* e’+0-e° 1+0
lim =lim = =

x>0 ¥ —-1 x>0 e* N eo 1

=1

Oppgave 5
1

Gitt funksjonen h(x) = :
1+2x

Finn den annenderiverte til denne funksjonen.

uj _u'v-uy

Her kan vi bruke regelen for derivasjon av en brgk, altsa at ( >—, som gir
v v
h(x) = 0-(1+2x) —1-2(0+ 2) _ - 2 :
1+ 2x) 1+ 2x)
h(x) = 0-(1+2x)*—(-2)-2(1+2x)-(0+2) 8-(1+2x) _
B 1+ 2x)* C(L+2x)*
8 8

(1+2x)° T8 +12x% + 6x+1

= (L+2x)™" og benytte kjerneregelen. Dette gir:

Alternativt kan vi bruke at !
1+2X
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h'(x) = ((1+ 2x)’1)' =(DA+2x) " (1+2x) =—(1+2x)*-2=-2-(1+2x)°
Deriverer vi en gang til, far vi
' (x) = (-2 @1+ 2%) ) = (~2)(-2)A+2x) 2 (1+2x%) = 4(1+2x)°-2=8-(1+2x)"°

_ 8
(1+2x)°

Oppgave 6

Nedenfor er grafene til to funksjoner, f (x) og g (x), tegnet.
Den ene funksjonen er den deriverte av den andre.

1

Forklar og begrunn hvilken av disse funksjonene som er den deriverte av den andre.

Det er flere mater & begrunne dette pa, men den mest opplagte maten er & observere at f(x) er
0 der g(x) har sitt maksimum. Der g(x) har sitt maksimum, er tangenten horisontal, og den
deriverte falgelig 0. Det motsatte er ikke tilfelle. Der f(x) har sitt maksimum, er ikke g(x) = 0,
0g g(x) kan derfor ikke veere den deriverte av f(x). Altsa ma

f(x) =o’(x

Vi ser ogsa at i det omradet der g(x) gker, altsa for negative verdier av x, sa er f(x) positiv,
mens der g(x) minker, altsa for positive x-verdier, er f(x) negativ. Dette kan ogsa brukes som
begrunnelse.

Vi kan ogsa begrunne at g(x) ikke kan vare den deriverte av f(x) ved a observere at i omradet
der f(x) minker (altsa i intervallet som ser ut til & veere omtrentlig [ — 0.7, 0.7]) er g(x) positiv.
Dersom g(x) skulle veert den deriverte av f(x) matte g(x) veert negativ i dette omradet, fordi en
negativ derivert angir at funksjonen er avtagende.

Hvis noen lurer pa hvilke funksjoner dette er, sa kan jeg rgpe at de er
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f(x)=—2xe*  og g(x)=e*
Oppgave 7
En funksjon av to variable gitt ved
z=f(x,y)=xe?
er definert for alle reelle x og y.
a) Finn f, og f, .

Her ma vi huske pa a bruke regelen for derivasjon av et produkt. Vi far da

f.(x,y)=1e? +x-e7 -g(xy)zeXy +x-e¥.y=e"+xye?
X

1+ xy)e?

X a X!
f,(x,y)=0-¥ +x-e" -a(xy):0+x-e V.ox=x"eY

b) Benytt linezer approksimasjon for f(x,y) i punktet (1, 0) til & finne en tilnaermet
funksjonsverdi i punktet (0.9, 0.1).

Liner approksimasjon innebarer a tilneerme flaten som utgjer grafen til funksjonen
med et tangentplan. Den linegre approksimasjonen omkring et punkt (a, b) er generelt
gitt ved

f(a+hb+k) = f(a,b)+ f,(a,b)-h+f (ab) -k

For var funksjon omkring punktet (1, 0) far vi da:

fL0)=1-e*=1.e"=1.1=1

f (1,0)=(1+1-0)e® =1-1= 1

0g
f,(L,0)=1%-e"=1.1=1

Falgelig far vi

f(1-0.10+00)~ f(L 0)+ f, (L 0)-(-0.)+ f, (1 0)-0.1=
141-(-0.1)+1-01=1-0.1+0.1= 1
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(Regner vi ut dette ved hjelp av kalkulator far vi 0.9848...)

Oppgave 8
Finn falgende integraler

a) J' (x? +e2x+%+1) dx

Denne er «rett fram» & integrere. Vi kan integrere hvert ledd for seg. Det kan veere

. T §
lettere & integrere dersom vi skriver — som X
X

I (x> +e*+x?+) dx=1x>+1e* —xt+x+C

b) j (X* + x +3)cos x dx

Her ma vi bruke delvis integrasjon. Hvis vi velger
u'=cosx og V=Xx"+xX+3

far vi
u=sinx og v'=2x+1

Regelen for delvis integrasjon er
ju'v dx:uv—_[uv'dx

Bruker vi dette far vi:
j (x* +x+3)cosx dx = (x> + x +3)sin x—j(2x +1)sin x dx

For & finne det siste integralet ma vi bruke delvis integrasjon en gang til.
Hvis vi velger

u'=sin x og v=2x+1
far vi

U=-CosX og V'=2

Bruker vi dette far vi:

.[(2x+1)sin X dx = (2x +1)(—cos x) —f(—cosx) 20dx =
—(2x+1)cosx+zjcosx dx =—(2x+1)cosx + 2sin Xx+C,
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Setter vi dette inn i uttrykket over, far vi:
I (x* +x+3)cosx dx = (x> + X+ 3)sin x—_[(2x+1)sin x dx =
(x* +x+3)sin x— (- (2x+1)cosx + 2sin x+C, ) =
(X +Xx+3)sin X+ (2x+1)cosx—2sin x—C, =
(X* +X+3-2)sin x+(2x+1)cosx+C =

(X* + x+1)sin X+ (2x +1)cosx + C

33 —4x% -12x-1
c) J

: dx
X —2X-3

Her kan vi bruke delbrgkoppspalting. Fordi graden til polynomet i nevneren er
mindre enn graden til polynomet i telleren, ma vi farst utfare en polynomdivisjon:

(3x® —4x® —12x-1): (x* =2x-3) =3x+ 2
—(3x* - 6x° —9x)

2x% —3x -1
—(2x* —4x-6)
X+5

Dette betyr at integranden kan skrives slik:

33 —4x% —12x -1 X+5
> =3X+2+—5—
X°—2Xx-3 X°—2X-3

3x og 2 kan enkelt integreres, og vi trenger na & gjer en delbrgkoppspalting av det
siste leddet.

Vi ma ferst finne rgttene i nevneren slik at denne kan faktoriseres:

X2 -2x-3=0

X_—(—Z)i\/(—2)2—4-1-(—3)_2i«/4+12_2i4
- 21 22
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Xzﬂzgz?, Vv X:ﬂz__zz_l
2 2 2 2

Dette innebarer at vi kan skrive nevneren slik:
x? —2x—3=(x=3)(x+1)
Vi kan da utfere delbrekoppspaltingen:

x+5 __ A B
X2 -2x-3 x-3 x+1

|- (x=3)(x+1)

X+5=A(x+1)+B(x-3)
Sa setter vi inn x = 3 i dette uttrykket, og far:

3+5=AB+1)+B(3-3)
som gir

8=A-4+B-0
og altsa

A=2

S4& setter vi inn x =-1:

-1+5=A(-1+1) +B(-1-3)
som gir

4=A-0+B(-4)
og altséa

B=-1

Delbrgkoppspaltingen blir falgelig

xt5 2 1
X2 -2x-3 x-3 x+1

Vi er na klare til & utfare integrasjonen:

3_ 2_ _
J'3x 4x% —12x 1dx:j(3x+2+ 2x+5 jdx:

x> —2x-3 x> —2x-3

I(3x+2+i—ij dx =
X-3 x+1

3x? +2x+2In | x=3|-In|x+1|+C
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Oppgave 9

Gitt falgende funksjon:

X
X° +4

f(x)= D;=R

Avgjar om funksjonen f(x) er symmetrisk om y-aksen, om origo eller ingen av delene.

Vi undersgker dette ved a sette inn —x i funksjonen. Dersom f(—x) = f(x), er funksjonen
symmetrisk om y-aksen. Dersom f (—x) =—f(x), er funksjonen symmetrisk om origo.

A S
(-x)2+4 x*+4  x*+4

f(=x) = -f(x)

Viserat f(—Xx)=-f(X). Av dette kan vi slutte at

funksjonen er symmetrisk om origo.
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