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Oppgave 1
Gitt falgende vektorer i det euklidske rommet R*:

voi+2j-k
w=-j-2k

a) Undersgk om vektorene er ortogonale (altsd om de star normalt pa hverandre).
For & undersgke dette kan vi se om skalarproduktet (prikkproduktet) er O:

v-w=1-0+2-(-1)+(-1)-(-2)=0-2+2=0
Vi ser at skalarproduktet er 0. Av det kan vi slutte at vektorene er ortogonale.
b) Finnv x w.

i k
vxw=1l1l 2 -=1=
0O -1 -2

2 -1 1 -1, 1 2
i— j+ k=
-1 -2 |0 -2 0 -

2-E)-CD)-E)i-Q-2)-CED)-0j+-(D)-2-0)k=

Si+2j—K

Oppgave 2

Gitt de komplekse tallene z=1—+/3i og w=2—+/3i .
z . .
a) Finn W Skriv svaret pa formen a + bi.

Vi skal altsa finne
z_ 1-+/3i
W 2-./3i

Vi kommer videre ved a gange teller og nevner med den kompleks-konjugerte av
nevneren samt & huske at i’ = —1:

z 1-43 2448 1.2+41-3i - /3i-2-/3i 3

w_2—\/§i.2+\/§i_ 22 4 [3°

2+443i-243i-3-i? 2+3-43i 5 3

4+3 7 7 7
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b) Skriv tallet z pa eksponentialform.

Modulus:
r=lz=y1* +(—/3)? =V1+3=+4= 2
Argument:
Nar vi skal finne argumentet kan det veere lurt a tenke pa at tallet er i 4. kvadrant.
Vi har
cos @ = Re(z) _1
r 2
som gir:
_costioZ =z
v 273 =73

Den siste vinkelen finner vi fordi cosinus til ¢ har samme verdi som cosinus til
eksplementvinkelen til ¢ (altsa vinkelen som er symmetrisk med ¢ om 1.-aksen).
Av det faktum at tallet ligger i 4. kvadrant kan vi allerede na fastsla at argumentet

er o = —% . Dette vil ogsa bli klart dersom vi ogsa benytter sinus til & beregne

argumentet:
. Im(z) —-+/3
sing = -
r 2
Dette gir
=sin~| - V3 _4r v 7
v 2 |73 Y773

«Flytter» vi argumentet til omradet for hovedargumentet, altsd — 7z < @ < 7 far vi
felgende argumenter:

T, o 27
$="3 ¥V 9773

. 0 T . o o . .
Vi ser altsa at det bare er ¢ = ~3 som er lgsning bade pa cosinus- og sinus-

ligningen. Tallet z kan derfor skrives pa eksponentialform som

T
z=2e8

Oppgave 3

En funksjon f er definert ved
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b)

X +x-1

y=100=""%

Finn funksjonens asymptoter.

Vertikale asymptoter har vi der nevneren er 0, altsa for x = 1, sa sant ikke telleren
ogsa blir 0 for denne x-verdien. Her ser vi at telleren blir 1 for x = 1.

Videre ser vi at

lim f(x)=+o0 fordi bade teller og nevner da er positive

x—>1"

lim f(x)=-o fordi teller da vil veere positiv mens nevner er negativ

x—1"

Folgelig:
Grafen har en vertikal asymptote for x = 1.

Horisontale asymptoter har vi dersom funksjonen gar mot en bestemt verdi nar x gar
mot +oo. Her ser vi at graden til telleren er starre enn graden til nevneren. Det
inneberer at funksjonen vokser over alle grenser nar x gar mot + oo . Funksjonen har
derfor ingen horisontale asymptoter.

Skraasymptoter kan vi lettest finne ved polynomdivisjon:

(X +x=D:(x-1D)=x+2
- (=%
2x -1
- (2x-2)
1

Funksjonen kan altsa skrives som

f(x):x+2+i1

Av dette ser vi at Y =X+ 2 er en skraasymptote for denne funksjonen. (Dette fordi

betydningen av brgken b i funksjonsuttrykket blir neglisjerbar nar x blir stor).

Finn funksjonens lokale og globale ekstremalverdier, dersom slike finnes.
Vi kan ha ekstremalverdier i tre tilfeller:

1. Der den deriverte er null.

2. Der den deriverte ikke eksisterer.

3. I definisjonsmengdens randpunkter.
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| dette tilfellet vil ikke den deriverte eksistere for x = 1. Grafen har imidlertid en
asymptote for x = 1, og derfor vet vi at funksjonen gar mot +oo her, og den har
falgelig ingen maks- eller min-verdi for x = 1. Av dette kan vi ogsa slutte at grafen
ikke har noe globalt minimum eller maksimum.

Vi ma videre undersgke punkter der den deriverte er 0. Finner farst den deriverte:

(2x+1)-(x-1) - (x> +x-1)-1  2x* —2X+x-1-x* —x+1

0= (x-1)? (x—1)?

O XP-2x X(x-2)
GRS

Vi mé s& finne hvor den deriverte er O:

X(x-2)
(x-1°*

For at en brak skal veere lik 0 ma telleren vere lik 0, dvs.
X(x=2)=0

som gir lgsningene:
x=0 v x=2

For & finne ut om disse x-verdiene gir maksimums- eller minimumspunkter, kan vi for
eksempel tegne fortegnsskjema for den deriverte (husk her at (x—1)* aldri blir
negativ):

0 1 2
G 6
) 0
(x—1)° 0
) Qromrmrenes Yomooooe 9
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Vi ser at f(x) er monotont voksende i intervallene («,0) og (2, —), mens den er
monotont avtagende i intervallene (0,1) og (1, 2).

Dette inneberer at grafen til f(x) har lokalt maksimum for x = 0, og lokalt minimum for x
= 2. Funksjonsverdiene i disse punktene er

2 — —
f(o):0 +0 1:_1:
0-1 -1
2 —
fg)=2 2715 ;5
2-1 1
Konklusjon:

f (x) har lokalt maksimum i punktet (0, 1) og lokalt minimum i (2, 5).

Oppgave 4

Falgende ligning beskriver en kurve i planet:
x> +y>—9xy+9=0
Vis at punktet (1, 2) ligger pa kurven, og finn ligningen til kurvens tangent i dette punktet.

For & vise at punktet ligger pa kurven ma vi vise at x = 1 og y = 2 oppfyller ligningen, altsa at
venstre side blir O (siden hgyre side er 0):

1?+2°-9.1.2+9=1+8-18+9=0
Dette viser at punktet (1, 2) ligger pa kurven.
For & finne tangenten i dette punktet ma vi foreta en implisitt derivasjon av uttrykket:
3x* +3y°y'—9(L-y+x-y)=0
3y’y'—9xy'=9y —3x°
(3y* —9x)y'=9y —3x*

_9y-3x" _3@By-x’) _3y-x’
3y°-9x  3(y*-3x) y*-3x

Den deriverte gir stigningstallet. Setter vi inn x = 1 og y = 2 i uttrykket for den deriverte,
finner vi stigningstallet til tangenten i dette punktet:
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y'(L 2)=2

3.2-1 6-1

2 = =5
-31 4-3

Vi kan sa bruke ettpunktsformelen for finne ligningen til tangenten. Ettpunktsformelen er slik:

y_

YO:a(X_Xo)

med (X,, ¥,) som kjent punkt pa linja og a som stigningstall. Setter vi inn x,=1,y, =2 og a

=5, far vi

y_

2=5(x-1)

som nar vi ganger ut og ordner, gir

y=5x-3

Oppgave 5

Finn falgende grenseverdier dersom de eksisterer.

a)

b)

lim —
x=>0 g% 1

Her ser vi at vi fr et $-uttrykk. Vi kan da bruke I’Hopitals regel som sier at vi kan

finne grenseverdien ved a derivere teller og nevner:
: X . 1 1 1
lim ———=Ilim ——= ==

>0 g -1 x>0 2% 2e*° 2

lim x¥" (Hint: ta logaritmen og omform sa til et = —uttrykk).

x—0*

Her fér vi et uttrykk som er 0°. For at vi skal far uttrykket pa en form sa vi kan
bruke 1’Hopitals regel, ma vi forsgke a ta logaritmen til uttrykket som ogsa hintet
sier. Grensen vi da i sa fall finner vil veere logaritmen til grenseverdien.
Logaritmen til uttrykket er:

In(x*") =sin x-In x

Hvis vi na ser pa grenseverdien til dette uttrykket, altsa
lim (sin x-Inx)

x—0"

ser vi at vi far et 0-co-uttrykk. Vi ma omforme dette til et 2 eller < -uttrykk. Det

er ikke opplagt hva som er lurest av disse to mulighetene, sa uten hintet matte vi ha
pravd oss fram.

Lesningsforslag til eksamen i Matematikk 1, desember 2013 Side 7 av 11



. . . . 1
Vi omformer til et = -uttrykk (husk at vi ma derivere nevneren —— som en

sin x
bragk):
1 1
. . . Inx "™ ™ ) ™
lim (sinx-Inx) = lim —— = lim ——X = lim —2%
=0 =0t 1 x>0t 0-SINX—1-COSX x>0 —COS X
sin x sin? x sin? x
. sinx
=lim ——
x—>0" — X COS X

Her har vi igjen et 2-uttrykk, og vi forsgker med I’'Hépital igjen:

. sin®x M 2sin x-cos x
lim ——— = lim - =
x>0" —XCOSX  x->0" —(1-cos X+ X-(—sin X))

lim 2sinx-cosx  2sin0-cosO  2-0-1
x>0" XsinXx—cosx 0-sin0-cosO0 0-0-1

9 o
-1 -

Her ma vi huske at svaret vi har fatt er logaritmen til grenseverdien.
Grenseverdien blir falgelig

lim x"™ == 1

x—0"

Oppgave 6

Finn falgende ubestemte integraler:

a) j [x“ —4x° +%+X—13+sinxj dx

Denne er «rett fram» & integrere. Vi kan integrere hvert ledd for seg. Det kan vere

o - o 1 _
lettere a integrere dersom vi skriver — som x 3

1 . _
J'(x4—4x3+—+x Stsinx |dx=1x"—41x*+In|x|+Lx?-cosx+C
X

=1x°—x"+In|x|-ix?—cosx+C

b) [4x (x* —3) dx

Her kan vi bruke substitusjonen u =x*—3 som gir
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du

—=2X
dx
og felgelig
dx = i du
2X

Setter vi dette inn i integralet far vi

j4x (x*-3)% dx:J‘4x-u692idu = Zjusgdu =2-Lu”+C=4u"+C
X

=+ (x*-3)"°+C

c) j(xz —3)e* dx

Her kan vi bruke delvis integrasjon. Hvis vi velger
u'=e‘og v=x*-3

far vi
u=e" og v'=2x

Regelen for delvis integrasjon er
ju'v dx:uv—juv'dx

Bruker vi dette far vi:
J.(x2 —3)e* dx=(x*-3)e* - _[ 2xe*dx = (x* —3)e* — ZJ xe*dx

For a finne det siste integralet ma vi bruke delvis integrasjon en gang til.
Hvis vi velger

u'=e* og v=x
far vi

u=e*og v'=1

Bruker vi dette far vi:
_fxexdx =xe* —jl- e'dx=xe*—e*+C,

Setter vi dette inn i uttrykket ovenfor, far vi:
[ (¢ -3)e" dx=(x* ~3)e" —2[ xe"dx = (" ~3)e" — 2(xe" —&* +C))

= x’e* —3e* —2xe* +2e* - 2C, = x’e* - 2xe* —e* +C
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=(x*-2x-1)e*+C

Oppgave 7

En funksjon av to variable er gitt ved
z=f(x,y)=2x*-y?

Funksjonene definert for alle reelle x og y.

a) Finn a 0g @
OX oy
i: f, =4x
OX =
%: f,=-2y

b) Finn og klassifiser eventuelle lokale ekstremalverdier for f(x,y).
Siden funksjonen er definert for hele R? har vi ingen randpunkter vi ma undersgke.
Det er derfor tilstrekkelig & undersgke funksjonens kritiske punkter, altsa der de
partiellderiverte er null:
Vi finner farst hvor den partiellderiverte med hensyn pa x er 0:

f.=0
dvs.

4x =0
altsd

x=0

Videre ma vi finne hvor den partiellderiverte med hensyn pay er 0:

f,=0
dvs.

-2y =0
som gir

y=0

Funksjonen har altsa et kritisk punkt i (0, 0).

Vi ma sa finne de partiellderiverte av 2. orden for a kunne klassifisere dette punktet:

2
L= i(@):ﬁ@x):é
OX OoX\ Ox OX
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o’ f o [ of 0
f =9 91 _9 (ay)= -2
"oy ay(ayJ PN =22

o’f oo 0

Diskriminanten er da
A= T f, — fxi =4.(-2)-0°=-8

En negativ diskriminant viser at punktet (0, 0) er et sadelpunkt.

Funksjonen f(x,y) definerer en flate i rommet. Vis at punktet P (1, 1, 1) ligger pa

denne flaten. Bruk sa linezer approksimasjon omkring punktet (1, 1) til a finne en
tilnaermet verdi for funksjonen i punktet x = 1.1 og y = 0.9.

Vi viser at (1, 1, 1) ligger pa flaten ved a sette x = 1 og y = 1 inn i funksjonen og se at
vi far funksjonsverdien z = 1:

z=f11)=2-1"-1°=1
Dette viser at P ligger pa flaten.

Linear approksimasjon innebarer a tilnzerme flaten med et tangentplan. Den linezre
approksimasjonen omkring et punkt (a, b) er generelt gitt ved
f(a+hb+k) = f(a,b)+ f,(a,b)-h+f (ab) -k

Her finner vi, for var funksjon omkring punktet (1, 1):

fL)=1

fLD)=4-1= 4

og
f,uh)=-21= -2

Falgelig far vi

f(1+0.1,1-0.1) ~1+4-0.1-2-(-0.1) =1+ 0.4+0.2 =1.6

Til sammenligning vil ngyaktig funksjonsverdi i dette punktet veere (dette var det ikke
spgrsmal om i oppgaven)

f(1.1,0.9)=2-1.1-0.92 =1.61
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